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1 Einleitung

Teilchenoptische Systeme spielen in vielen Bereichen der modernen Physik eine wich-
tige Rolle. Sie haben grofie Bedeutung im Bereich der Teilchenbeschleuniger, der
Strahlfithrungssysteme und der Elektronen— und Jonenmikroskopie. So finden diese
Systeme Anwendung im Bereich von der hochprézisen Massenbestimmung Vo Nuk-
liden aller Art in der Kernphysik bis zur Untersuchung der Masse und damit Struktur
von Makromolekiilen in der Chemie und Pharmakologie.

Teilchenoptische Systeme setzen sich aus einzelnen FElementen mit einer jeweils
charakteristischen Anordnung von clektromagnetischen TFeldern zusammen. Die Ei-
genschaften dieser Elemente werden durch eine Transferfunktion vollstandig beschrie-
ben, die die Transformation aller Koordinaten, die ein geladenes Teilchen beschreiben,
darstellt. Die Eigenschaften eines Gesamtsystems ergeben sich durch Bestimmen der
Transferfunktion der einzelnen Elemente und anschlieBendem Verketten aller Trans-

ferfunktionen.
nktionen werden durch Potenzreihen in den Koordinaten beschrie-

Die Transferfu
ben, die das Verhalten eines Teilchens charakterisieren. Die Koeffizienten dieser Po-

tenzreihen konnen zu eciner Matrix, der Transfermatrix, zusammengefafBt werden. Der

lineare Anteil dieser Matrix beschreibt die Abbildungseigenschaften eines Systems,
die nichtlinearen Terme dieser Matrix dagegen beschreiben Verzerrungei, Kaustiken
und andere meist unerwiinschte Eigenschaften des Systems.

Die ionenoptischen Eigenschaften eines Systems werden ums
ben, je hoher man die Ordnung der Transferfunktion bestimmt und je genauer die
cinzelnen Terme der Transfermatrix berechnet werden. Die Kenntnis der Abhingig-
keit der Bildfehler ist daher von groBer Bedeutung fiir den Bau teilchenoptischer

o genauer beschrie-

Systeme.
Die Abhangigkeiten der Bildfehler eines Elements setze

Wirkung des Hauptfeldes innerhalb des Elements und der Wirkung der Streufelder
an dessen Grenzen. Der Finfluf des Hauptfeldes 148t sich analytisch bestimmen [1,2]
und in Formeln fiir die einzelnen Bildfehler darstellen. So existieren viele ionenopti-
sche Programme, die diese Formeln bis zur dritten oder fiinften Ordnung beinhalten
3,4,5,6]-

Zur genauen Beschreibung eines ionopt
kung der Streufelder notwendig. Die Transfermatrix kann im
feld nicht analytisch bestimmt werden, sondern muf durch numerische Integration
[7,8] oder durch analytische Niherungsformeln fiir die cinzelnen Matrixelemente be-
stimmt werden [9,10,11,12713,14,15,16,17],

Ein Vergleich der aumerischen Ergebnisse mit den Niherungsformeln zeigh, daf

n sich zusammen aus der

ischen Systems ist die Kenntnis der Wir-
Gegensatz zum Haupt-

sie fir den magnetisch
en und elektrostatisch :
nung teilweise ni : . ischen Sektor in ihr imati
erneit B eise nicht mit den numerischen Ergebnissen iiberei . Approximationsord-
I eR erechnung notwendig wurde ereinstimmen, wodurch eine
m Rahmen dieser Diss on i
ertation ist ein M
rungsformeln i n Modell zur Bestimm i .
rechoting der ?[\Ii:n;keh Wo‘rden. Dadurch konnten analytische Aini Slleser Nihe-
s :is emza,tmx bis zur dritten Ordnung des magnetiz }I;uCke wur B
it g) Sts En der Transfermatrix bis zur fiinften Ordnunc fln und elel
e ; lsghen Quadrupols hergeleitet werden. Bei deng °s magneti-
112,13.17) auch die Fle ex:leltung;en so erweitert, dafl im Gegensatz z zlagnetlsc.hen
o foktiv Weiee di u.gzeltkoox:dmate beriicksichtigt worden sind Dzd en}? ﬂfelten
erommotor : e ionenoptischen Eigenschaften isoch , ) urch kénnen
; eter beschrieben werden. chroner Flugzeitmassenspek-
m ersten Kapitel werden die fi
ie fiir das Verstindni :
gen Grundlagen da . erstédndnis der Teilchenopti ;
ben und die g es timzzjgeléir?l walten Kapitel wird das Streufeidmzziﬂng:vinfh—
durch analoticche Na ransfermatrix durch numerische R, S
erfolgt einey di‘;a:uNaherungsformeln erliutert. In den nachfol eer::él enV":I'fahI‘en o
T formet e de:::le iBesc}glemung der Herleitung der Naheiungzxflo:;rl K? Pltzlﬂ
. ) zelnen Elemente, sowie ih eln fir die
VerIgleléh mit den numerischen Ergebn,issen ihre Untersuchung auf Konsistenz beim
m darauf fol : .
nem stigmatisch f:lzie: Ka;c)lxtel werden die Streufeldeffekte von Quadrupolen in ei
Simulationsrochanng ieren E(;:n Strahlfithrungssystem untersucht. Schli B?'O; . mdeb
en zum Einsatz des Experi . . . leblich werden
der GSI als h . es Experimentierspeicherri :
ochauflésendes Flugzeitspektrometer zur Massenb:sgf: (ESR)[11§8719] bei
mmung kurzlebi-

ger Nuklide durchgefiihrt.




2 Die Transfermatrix zur Beschreibung voi ionen-
optischen Systemen
oft nicht die Flugbahnen

nzelnen Ionen von Interesse, sondern die globalen Eigenschaften eines solchen
Solche Eigenschaften konnen durch eine nichtlineare mehrdi-
ieben werden, die eine Beziehung zwischen

en Anfangsphasenraumkoordinaten 7; von

Bei der Simulation vo

von el
optischen Systems.
mensionale Abbildungsfunktion M beschr
den Endphasenraumkoordinaten 7 und d
beliebigen geladenen Teilchen herstellt:

7y = M(7). (1)
Diese Transferabbildung ist gewéhnlicherweise durch eine Taylorreihe bis zu einer
bestimmten Ordnung 7 reprasentiert. Die Koeffizienten der Reihe werden in einer
Matrix, der Transfermatrix gusammengefait [15,20]. Im allgemeinen gibt es keine
s die Funktion M, aber sie kann dennoch bestimmt werden,

analytische Formel fii
indem numerisch die Bewegungsgleichungen fiir die Teilchen geldst werden:

L F(7,s),

ds

(2)

wobei der Koordinatenvektor 7, die unabhingige Variable s und die Funktion F(7,8),
die von elektrostatischen Feldern und magnetischen FluBdichten abhéngt, bestimmt
werden miissen. In den folgenden Abschnitten wird daher niher auf diese Punkte
eingegangen. Weiterhin wird der Begriff der Transfermatrix am Beispiel einer Drift-
strecke und einer dinnen Linse anschaulich erldutert und die Eigenschaften dieser

Matrizen diskutiert.

2.1 Die teilchenoptischen Koordinaten
es nicht {iblich, die Dynamik eines Systems in kartesischen
Orten und Impulsen zu beschreiben. Vorteilhafter wird die Bewegung in Relativ-
koordinaten zu der Bahn eines Referenzteilchens, der sogenannten optischen Achse,
dargestellt. Als unabhéngige Variable wird nicht die Zeit t, sondern die Bogenlénge
s entlang der optischen Achse verwendet.

Bei allen normalerweise verwendeten teilchenoptisch

t;sche Achse geradeaus oder liegt in einer Symmetrieebene
ments. Somit verlsuft die optische Achse in einer Ebene, d

In der Teilchenoptik ist

en Elementen verlauft die op-
des teilchenoptischen Ele-
er sogenannten Referenz-

T = T,
T = 4= &7

Po
T3 = Y,
Ty = b p— 22’

Po
Ty = l:vo(T_T0)7
g = — K - KO

= VKO ,
Ty = g= w
mo (3)

sowie der Bogenldn .
ge s beschrieben. Die K :
versale geometr X - Lie oordinaten z,a,y und b
metriscge KOeO;:iS:Che Koordn.laten bezeichnet, die Koord,in;i’e [ als Iwer.den al s trans-
bt ;natz ;)md die Koordinaten d und g als chromatisc}?n%{ltud;nale e
z der Abstand zwischen opti e Koordinaten.
ortes in die Ref optischer Achse und Projekti ;
p. ist die Impulzll;ilz;‘zznetund yk der Abstand des Teilchenortei zull_ogjfzeieﬂ;hen-
. ente senkrecht i . zebene.
die Impulsko zur optischen Achse in der R
Kinetische Telilllizl;ente S.enkrecht zur Referenzebene (siehe Abbiell;luiéeinzige.ne’ dp v
energie, v die Teilchengeschwindigkei . ist die
momentanen Ort : ngesc windigkeit, T' seine F1 4
angenommen. ;0 I}I;d m s;ine Masse. Die Ladung wird b,ei allen Teﬁl::izeztalbls IZT.lm
keit. Flugzeit und Mo vo, To und my sind Impuls, kinetische Energi s gleich
],)‘ i eit und Masse des Referenzteilchens nergie, Geschwindig-
ie hier gew&hlten teilchenopti '
1.91.99] & . op ischen Koordinaten sti :
'[v e’r W; nie;j;exgm ur'ld unterscheiden sich geringfiigig vo ; Iélénme}? 1111111: denen‘ von
b= p,/p. d ﬁO(-)rdtmaten [3,6,17,23,24,25]. Dort sind @ und b a,is or_sm Jnelsten
= efin sa=
gewéhlytenz Koorclitierrla,tund ?nﬁspred}en den Steigungen der Teilchenb(;hn pw}éf‘)z u'nd
en (siehe Gleichung (3)) gleichen bis auf den Fakto.r 1 /le ljiler
Po den

kanonischen Koordi
rdinaten von [26]. Damit k& -
[1,27] ausgenutzt werden. J. Damit kénnen die symplektischen Bezichungen

202 Beweg EEEEgSg!elCEﬁuzz exk ]-I} éeileilellﬁ tisc ezl QOI Izia
@ @ @ } E; i
g p

Im folgenden sind i
noch einmal die Be :
die fiir o ) : wegungsgleichunge 1
e fiir nicht beschleunigende ionenoptische Eiementenggeexilg?: [jijdzugjo‘«mmeziestem,
. 1Jie una é,ngige




_particle
? trajectory

—5ptic axis

Abb. 1: Die teilchenoptischen Koordinaten (1.

ge s. Der Strich bedeutet die Ableitung .naéh“z é dzzs'])frzrsltgzr;
: tes Referenzteilchens. Die Grolie .
Tellchenben dﬁ:bleilkradius 1/ R(s) der Referenzteilchen-

Variable ist die Bogenlan
ten entlang der aktuellen '
aktuelle Kriimmung, also der reziproke

bahn. -

P2 = a(1+hm)%(1”<%) (a2+bz)) 5

i
1 1 EQ 1 v Vg 2 EO 2 2
Fr= = —f e g — B I, P id 2 2 !
\=b (Xe Ve z+XmUO(1 (U> <E> (a2+0?)) B. |1,
Fo=d = 0,
F7=g, oo 0.

(4)
Hierbei bedeutet ne die Ladung eines n-fach geladenen Teilchens und . = pove/ne,
Xm = po/ne die elektrische bzw. magnetische Steifigkeit dieses Teilchens. Es treten
nun noch die Terme po/p , vo/v und Eo/E auf, die ebenfalls in teilchenoptischen

Koordinaten ausgedriickt werden miissen. Mit der Gréfle ¢ = ze/K, und der relati-
vistischen Korrektur n = Ky/mqc? ergibt sich:

E = me+ K

_.Ziq _ moc2+K0_<
e 1+77

1+-L(d—¢V)+———1-7-g)_,

Po _1 1 1 n d—o¢V - g) -3
2 = (149771 +d—¢V) 2|1 += ,
Vo 1 1 1 n d—o¢V—g -3
= = (1+9)(1+d—¢V) 3|1 +=
n d—¢V~g)
1 . 5
(+1+?7 1+g (5)

Zu beachten ist, daf§ hier die kinetische Energie K zusammengesetzt ist aus der
Referenzenergie K, mal dem Faktor 1+ d, der die Startenergie eines beliebigen Teil-
chens angibt und der zusétzlichen Energie, die dieses Teilchen aufgrund eines elektri-
schen Potentials erfihrt. Die Gleichungen (4) und (5) dienen als Grundlage fiir das
Bestimmen des Streufeldeinflusses auf die Transfermatrix.

2.3 Bestimmung der elektrostatischen Felder und magneti-
schen Flufidichten

Grundlage zur Beschreibung der elektrostatischen Felder und magnetischen Flufidich-
ten bilden die Maxwell-Gleichungen:

div B = 0,
div D = By




rot H = ;%—‘%5,
5= 2B (6)

Hierbei bedeuten p die Ladungsdichte und j die Stromdichte. Da in den meisten
teilchenoptischen Elementen nur statische Felder erzeugt werden, verschwinden in
den Maxwell-Gleichungen die zeitabhangigen Terme. Dadurch gilt:

rot E = 0. (7)

Im Inneren von teilchenoptischen Elementen sind keine elektrischen Stréme vorhan-
den. Daher ist die magnetische Flufdichte rotationsfrei:

rot B = 0, (8)

Hier wurde die Stromdichte des Teilchenstrahls vernachlissigt. Somit existieren so-
wohl fiir das clektrostatische Feld als auch fir die magnetische FluBdichte skalare
Potentiale V() und V™, Daim Inneren des teilchenoptischen Flements auch keine

Ladungen auftreten, verschwindet die Divergenz von E:
div B =0. (9)

Folglich genfigen sowohl das elektrische als auch das magnetische Skalarpotential der

Laplace-Gleichung.
V2V = 0. (10)

2.3.1 Potentialverteilung bei Ablenkelementen

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt wurde, kann man im clektrostatischen, wie im
magnetischen Fall ein skalares Potential konstruieren, welches die Laplace—Gleichung
erfiillt und somit gewissen FEinschrankungen unterliegt. Dieses Potential kann in den
teilchenoptischen Koordinaten = und y entwickelt werden. Die Entwicklungskoefiizi-

enten sind dann s-abhingig:

o o0 :ci yj
V(m,y,s) = ZZA%'J(‘S);?}_!‘ (11)

=0 j=0

Dieses Potential muf die Laplace—Gleichung erfiillen [6,28]:

10

S 8 v 2
M V“1+hm2§; ((1+h$)5~) +a V+ 1 8/ 1 8v
Die Gréfle h(s) =1 i Oy*  1+hz 0z 1+hz 8z =0. (12)
) = 1/R(s) bedeutet hier der momentane reziproke Kriim d
mungsradius

der optischen Achse. D
. Durch Ei :
man weiterhin: insetzen von Gleichung (11) in Gleichung (12) erhalt

Ai’j+2 = ...A’/, - ihA” c1t 4t
1, -1, T th Ai—l,j - Ai+2,j - (32' + 1) hAi+1,j

3¢h.4,._1é,-+2 —45(3i— 1) h24;; — 30 (i — 1) h2A;_y
e 3 o fe A
'L(?, 1) h Ai-—l,j -1 ('I, hass 1) (z - 2) h3A¢_3 G2 a

( )

Hauptfeld der Elemente i
) e ist das P ; - .
Gleichung (13) zu. as Potential z-unabhéngig. Dadurch vereinfacht sich

Ajivg = —Ayg:—1 '
J+2 A1+2,J - ZhAi_l,j — (z -+ 1)}2,Ai+1,j. (14)

Funktion und da. i

s magnet : .

ot gnetische Potential eine ungerade Funktion der Koordinate
y

C

g }
7 g 1

( H )

Vir,o,2) = 33 ;
(r, d,2) g;Mml(z)cos(lgb—{—@k,l)-rk. (15)

3 g g

Koeflizienten M} ; ei -
- k, eingefithrt worden sind. In di o
die Laplace-Gleichung: . In diesen zylindrischen Koordinaten lautet

av =12 (7“3"’) 18V 8V

T 8’)” B’r

+ . —t —
r? 8¢ Oz2 = 0. (16)




Finsetzen von Gleichung (15) in Gleichung (16) liefert: 2.4 Die
° Transfermatrix in de
r Ionenoptik

(k=2) — 0. 17 Die Matrixbeschreibung ist ei :
r (17) formation fher die Be f’ eine matl%ema,tlsche Methode zur Organisation der In-
besondere o egung von Teilchen um die optische Achse. Matrizen sind
vorteilhaft, falls es sich um die Behandlung von komplexen S Itl sin
ystemen

AV = 525 (Mi(7 — 12) + Mi_a,) cos(1 5 Bu)
k=0 [=0

Vo) = ; M cos( + b4) . | dtexil'.'[“ra.nsfermatrixmethode erkennen [1]. Wird ein Strahlenbiindel
; S n : in
ich in der Ndhe der optischen Achse befindet, so ergeben sich efﬁ?r;%zzzngﬁ?ng‘daﬁ
eliebigen

sich Gleichung (15) zu:

Fiir einen Multipol mit 2k~facher Winkelsymmetrie wichst das Potential V mit 7"
und die Konstante Mk ist die sogenannte Multipolstarke. Im Streufeldbereich da-
gegen héngt V von z ab, so daB die Terme M}!_,,; nicht mehr verschwinden und mit

Hilfe von Gleichung (17) bestimmt werden kénnen:
My = Mo (P = ) (19) / B

- \
Fiir eine allgemeine Uberlagerung von Multipolen erhélt man aus den Gleichungen M//,’)P‘/ ____________ fan B yt
(15,18) bis zur sechsten Ordnung: P 3% = [ } T ana, J
g (23) k421 k! L-——————- f=2z,-2 _:;,I /:2;( =
Vnd) = SSMENE) -y ke T ) ] S
e S il(k +)(—4) P
= (M, N é’zﬁ + ;”z’i 4.0 cos(2¢ + 82.2) profite plane 1 brofile plane 2
' “12 “384 ’
7’5 2= Z=2y
+<M3’37'3 - 51’3—1«6— 4+ ) . COS(?)Q’) - 93‘3) Abb
. 2: Trajektorie eines Strahls bei
i ‘ rahls beim Durchqueren einer Streck .
Maart = My y— + - .cos(4d + 0 recke der Linge { [1].
HMaar 420 ) (49 ) [ folgende Ausdriicke:
+(M5’57‘5 4 .) ¢ COS(5¢ -+ 95’5)
+(M5,6r6 +...)-cos(6¢ + Os) + - (19) 2, = z,+ltancy ~ oy + log + }-las
T 1y
Oy = 3. (20)

Offensichtlich erlauben die Gleichungen (18,19) im Streufeld hohere r—Abhingigkei-

ten des Potentials als die k,, Ordnung der 9k-fach Symmetrie. So existieren im Falle In der Matrixschreibweise folgt in erster Ordnung:

des reinen Quadrupols nur die Koeffizienten My 2, 3 gy M g Dadurch bleibt die ( s ) (X, X) (X,4)
= ’ ’ Ly 1 1
((A,X) (/LA))( >=(01)($°).

Die Transfermatri i
atrix transformiert also die Positi
Ort 2. ot ‘ o ie Position (z1, ) eines Teilchenst
1 erungsweise zur Position (z;, ;) am Ort z,. Ein in der Lichtopt«l‘;}gf agn
ik haufig

Vierfachsymmetrie in der ¢ Richtung des Quadrupols erhalten, aber das Potential oty
oy o

hingt sowohl von r? als auch von 7478, ... ab. Durch die Beziehungen z = 7 €08 ¢ und
y = rsin¢ kann man das Potential in die ionenoptischen Koordinaten {iberfithren.




e Linse wird eingesetzt, um parallele
hieht dadurch, daf die Lichtstrahlen

gur optischen Achse

benutztes Element 1st die diinne Linse. Die dunn
Strahlen in einem Punkt zu fokussieren. Dies gesc
cine Richtungsénderung erfahren, die proportional zum Abstand
ist. Aus Abbildung 3 ergeben sich fiir die Strahlkoordinaten:

Ty = L2

tan(Ao) —z./f,

i

(22)
Diese

Ergebnisse konnen wiederum in der

wobei [ die Brennweite der Linse ist.

X
$ thin lens
tocal point
X‘Z ‘ )(‘3\ \\.\\ _
SN — N R St

—

Abb. 3: Trajektorie eines Strahls beim Durchqueren einer diinnen Linse [1].

Matrixschreibweise dargestellt werden:

ws o 1 0 Lo
()= DLE) )
Betrachtet man nun ein abbildendes System, so wird hier gefordert, daf der Endort

der Strahlen unabhéngig vom Anfangswinkel sein soll. In der Matrixschreibweise muf
also das Element (X, 4) verschwinden. Sei nach Abbildung 4 Iy der Abstand des Ge-
genstandes von der Linse, f die Brennweite der diinnen Linse und 1, der Abstand
des Bildes, so kann man die Gesamtwirkung des Systems in drei Einzelabschnitte
unterteilen und sie miteinander verketten. Diese Abschnitte bestehen aus den Drift-

strecken vor und nach der Linse und der Linse selbst.

In der Matrixdarstellung

14

%!

thin lens

T
e

Abb. 4: Strahlengang eines abbildenden Systems [1].

bekommt man folgende Gleichung:

() = (o 5) (e DG ) (2)
(P ) ()

Um eine Abbildun i ;
o g zu erreichen, mufl nach Gleichung (24) folgende Beziehung erfiillt

(24)

ll + lz - lllz/f = 0. (25)

Durch Umformung di i ibt si
e g dieser Gleichung ergibt sich die aus der Lichtoptik bekannte Lin-
h+1/l, =1/f.
An diesem Beispiel wi ichtli "
oo Werdefigi;ein\fzi ;;SIS};;I;;{}; kdjfgkzmplfexe 1Systeme in Einzelabschnitte a,ufge?
et : ' ; : er einzelnen Abschnitte jeweils ei
e tixui):;c}l;ir;i:::i ergc Die optischen 'Eigenschaften des Gesamtj;zzzsevg:ijn?ni
e dureh Hin durnz}a,ln ;rs.chalt‘en der efnzelnen Abschnitte. Dieses wird in der Mm
e Darste;usc nttv‘x.fel‘se Mu‘ltlplika,tion der einzelnen Matrizen erreicht N
i o e Dol z;g elmgghcht eine Beschreibung von Strahlen, die sich in d
s der optischen bc sr; ‘ebnden und einen kleinen Neigungswinkel g besitzeir
soton auch Sirahl nic}e;; rieben W?rdem die eine grofere Abweichung besitzen S(;
L Roch e e vmea‘r;fx Wirkungen beriicksichtigen. Nach Gleichung (720)
sngh der Endort ol om mke{t‘ ag ab, sondern vom Tangens des Winkels. D
r Endort auch von hoheren Potenzen des Anfangswinkels beeeizsl‘ﬁuﬁiv




Bis zur dritten Ordnung ergibt sich:

1
T, = x0+lag+—lag

3

(X, X)mo + (X, Ao + (X, AdA)es. (27)

An diesem Beispiel wird die natiirliche Erweiterung der Matrix erster Ordnung zur
Matrix hoherer Ordnung erkennbar. Die Wirkung eines Sytemabschnittes 158t sich
durch eine im allgemeinen nichtlineare Funktion beschreiben. Diese Funktion wird in
eine Taylorreihe in den Anfangskoordinaten entwickelt und die Koeflizienten dieser
Reihe werden zu einer Matrix zusammengefaBt. Die Wirkung des Gesamtsystems
wird durch sukzessive Multiplikation der Matrizen hoherer Ordnung bestimmt. Alle
diese Eigenschaften kénnen auf die Tonenoptik ibertragen werden, indem die Ko-
ordinaten =, durch die entsprechenden teilchenoptischen Koordinaten ersetzt und
die Koeffizienten der Matrix durch Lésung der Differentialgleichungen (4) bestimmt
werden. FEine detaillierte Erlauterung wird bei der numerischen Bestimmung der

Streufeldmatrix erfolgen.

9.5 Bestimmung der inversen und reversen Transfermatrix

die Inverse einer gegebenen Matrix zu

die bei

Tir viele Anwendungen ist es notwendig,
bestimmen. Dies gilt zum Beispiel fiir die Berechnung der reversen Matrix,

der Streufeldberechnung von besonderem Interesse ist.
Um die Inverse zu bilden, teilt man die Matrix Ain ihren linearen und nichlinearen

Teil auf [35]:
dafB sich die inverse Matrix aus einer Summe von Ma-

Weiterhin wird angenomimen,
Ordnung v enthalten:

trizen zusammensetzt, die nur Terme der

ATt = i M,. (29)
v=1
Durch Verkettung der Matrix it ihrer Inversen muf} sich die Einheitsmatrix ergeben:
(Ay + Apz) o i M, =E. (30)
v=1
Daraus folgt:
Aloin = E-Azzoiﬁﬂ,

p=1 v=1
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B -1
Mfi == Al ! o (E - Azg o] Z ./WU) . (31)

4 J B i1
22 0 Z My - Azg O Z Mv- (32)

Fiir die i-t o vl
benstigt gzhgrrizzigsterm; vo}r: M werden nur die Terme bis zur Ordnung (i-1)
otigt. man durch obige Vorschrift die i i-
bestimme _ g schrift die inverse Matrix it i
i erstern(,) izzald man den linearen Teil der inversen Matrix kennt Dileeiila;flv e};\zkt
Sie oxitiort imr;l:g \;ﬂrd z. B. dt%rch das Gauss’sche Eliminationsverfahren b::; _—
terminate der M :". a symplektische Koordinaten benutzt werden und dah dl'mglt'
er Matrix eins ist. Unter Vorauss er die De-
tzung der Mi L
anter der A . : ’ sse g der Mittelebenensym
nnahme, dafl die Teilchen keine Beschleunigung entlang };erm(f;ze Illxnd
schen

Achse erfahren, er : oo
, ergeben sich fir die ni ; .
nung folgende Ausdriicke: ie nichtverschwindenden Matrixelemente 1. Ord-

(X, X): = (4,4),

(X,4); = —(X,4),

(X,G); = —(4,4)(X,G) + (X, A4)(4,6),

(X,D) = —(4,A)(X, D) + (X, 4)(4, D),

(4,X); = —(4,X),

(4,4); = (X,X),

(4,G) = —(4,X)(X,Q) + (X, X)(4,C
3 ’ <y 3 ):

(4,D) = —(A,X)X,D)+(X,2

oo -1 ) + (X, X)(4, D),

(D,D); = 1,

(LsX)i = ‘"(L?X)(AvA) + (L9A)(A’X),

(L?A)i = '—(L’X)(XiA) + (LvA)(‘X’X)

(L,L); = 1, |

(L>G)t = ""(LsG))

(L,D); = —(L,D). (33)




3 Streufeldmodell

lonenoptische Systeme sind im allgemeinen aus mehreren Elementen (EL) zusam-
mengesetat, die durch feldfreie Riume, den Driftstrecken (DL), voneinander getrennt
sind. Ein solches System kann man in einfache 7ellen unterteilen, wobei diese Zellen
aus einem ionenoptischen Flement und jeweils einer davor— und dahintergeschalteten
Driftstrecke bestehen (Abbildung 5). Im einfachsten Fall wird angenomimen, daf} das

F(S)

s. DL EL DL s,

Abb. 5: Grundstruktur einer jonenoptischen Zelle.

Feld oder der Feldgradient des Elements entlang der optischen Achse innerhalb sei-
ner geometrischen Ausdehnung einen konstanten Wert annimmt und an den Enden
sprunghaft auf aull abfallt. Die Zelle kann man durch drei Transfermatrizen beschrei-
ben, namlich zwei Matrizen, die jeweils den Finfluf der Driftstrecken reprasentieren
und die Transfermatrix des jonenoptischen Elements. Da die Feldstérken dieses Ele-
ments keine s—Abhangigkeit besitzen, sind die Differentialgleichungen (4) analytisch
16sbar und es konnen geschlossene Formeln fiir die einzelnen Matrixelemente angege-
ben werden. Es existieren spezielle Formelmanipulatoren [21], die so die Transferma-
trix in hoher Ordnung bestimmen kénnen. Dieser Ansatz spiegelt die Realitdt nur
unzureichend wieder, da die Feldstirke schon an den geometrischen Grenzen geringer
wird und auch noch aus dem Flement herausragt.

In einem der Realitdt niherkommenden Ansatz wird die Wirkung der einzel-
nen Zelle durch ein cinzelnes Element reprisentiert. Fir dieses Element wird eine
Feldverteilung angenomimen, die kontinuierlich von null auferhalb der geometrischen
Grenze auf einen konstanten Wert F, im Inneren ansteigt um schlieflich wieder auf
qull abzufallen (Abbildung 6). Grundsatzlich kann man die optischen Eigenschaf-
ten dieses Systems durch ein "Ray Tracing” Verfahren 13,7,23,36] bestimmen, sobald
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i EL St
Abb. 6: Beschrei i
schreibung der Zelle durch ein Element mit einer kontinuierlichen Feldverteil
ung.

die genaue i i
kanien Zwage(li?:igt:;izni.en}ilang .der optischen Achse bekannt ist. Diese Verfahren
KOmnen gnar die lor ei 1scb en.Elgenschz}ften eines Elements unter Annahme einer
rea en Teldvert DeSig f g au : estlm{nen, Sie sind aber sehr rechenintensiv und eignen
e Syste%n : on trahlfiihrungssystemen, da hier aufgrund der Optimie-
rung s vie e Systen arianten berechnet.‘werden miissen. Ist eine Lésung gefund

e Verfahren sehr gut zum Uberpriifen des Systems eingese%zgt Wizd:;l’

-~ — - .
‘ / !
| i
i

/ \,

s. DL FF EL

A : i
bb. 7: Unterteilung der Zelle in fiinf ionenoptische Elemente

Um auf eine effektive Weise di
se die Transferfunkti .
len St . . unktion unter Beriick ;
terteﬂzeufeéd\.rerte{lung bestimmen zu kénnen, wird die Zelle iicﬁj;cfhzﬁunhg fier reas
Felcgr e,nwo el zusatglg:h zwei Streufeldelemente (FF) [8,9,17,37,38] aI: d . If?t;;i. o
zen vor und hinter dem Element . 1yt 600, en effektiven
St - . ent plaziert werden (Abbil . ge
da?lizljele;nente existieren zwar keine analytischen Lésu(ngenl i?;i ? F'urt dl,ese
1S = 3 S
Besﬁmmuse rdgute a,nalytzsche' Néherungen finden kann und dadurch einzeli‘ ;lc h,
ng der Transfermatrix erméglicht wird. Die effektiven Feldg I
renzen wer-




. 1.-1en Feldverteilung iibereinstimmen.
ischen Feldgrenzen und der idealen k | \ O e
Absgefgj%tzrz:f;gelemente haben nun die Wirkung einer ;lur}n;In thnsz Ezjﬁ I;emt ane
1 1 el Matrize
ix di ts kann durch ein Produkt aus r :
?rmfzi};.i;ijz ?)ﬁ?gr;; 3'? 38]. Somit besteht die Eintrittsstreufeldmatrix aus dem
en 1 g d E5 1l

Produkt

ufend von s., der Position der

zhlt ist, dafl die Feldstarke

reversen Matrix im feldfreien Bereich, verla

er .
1. eine le s, die 50 gew

i i die Ste
effektiven Feldgrenze, bis an ‘
und alle ihre Ableitungen nach s verschwinden,

1t i der die
arts gerichteten Matrix von s, nach sy, der Position bei

2. einer VOIW “lerum alle Ableitungen nach s ver-

Feldstirke konstant ist und dadurch wie

.
g
3 b Sb g
.

men wird, daf} die Feldstirke konstant ist.

F(S)

EL

DL

Abb. & Streufeldmatrix als Produkt von drei Matrizen.

Die Lage des Ortes s, wird durch die Definition der effektiven Feldgrenze festgelegt:

s .
Sy = E,l—o- L; F(s)ds — sy, (34)
wobei die Funktion F(s) den Feldverlauf beschreibt und F, die maximale Feldstirke
ist. In den meisten Fillen liegt der Ort s, auferhalb der geometrischen Grenze
des Hauptelements, so dafl die effektive Lange groBer als die geometrische ist. Aus
der Wahl dieses Punktes folgt, dafl die beiden schraffierten Flichen in Abbildung 8
ibereinstimmen. Deshalb besitzt die Produktmatrix folgende Eigenschaften:

1. Viele Elemente dieser Matrix verschwinden oder sind sehr klein.

2. Einige Elemente sind in guter Néherung unabhéngig von der speziellen Feld-
verteilung und dem Polschuh— oder Elektrodenabstand.

3. N&herungsweise lassen sich alle Elemente als eine Funktion der Feldstirke und
des Polschuh- oder Elektrodenabstandes darstellen. '

Um die Austrittsstreufeldmatrix zu berechnen, ist die erste mit der dritten Matrix zu
vertauschen. Andererseits kann sie auch nach Abschnitt 2.5 aus der Eintrittsstreu-
feldmatrix bestimmt werden. Bei der Herleitung der Streufeldmatrizen durch die

sukzessive Approximation (Integralmethode) wird deshalb nur das Eintrittsstreufeld
behandelt.

3.1 Numerische Bestimmung der Transfermatrix

Zur Bestimmung der Streufeldmatrix ist es notwendig, alle drei Matrizen zu berech-
nen und diese miteinander zu verketten. Im Gegensatz zur ersten und dritten Matrix

_existiert fiir die zweite Matrix keine analytische Lésung, somit muB sie auf numeri-

schem Weg bestimmt werden.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Teilchenbahn lassen sich nach Gleichung (2) als
ein System von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen, wobei
der Koordinatenvektor 7 durch Gleichung (3) und die rechte Seite F durch Gleichung
(4) definiert ist. »

Numerische Integratoren benutzen F um eine Abschétzung fiir 7 an der Stelle
§+ As zu erhalten. So ergibt sich fiir den bekannten Runge-Kutta Integrator vierter
Ordnung folgendes Schema: Nachdem die Gréfien El, I;g, ,f;g, ko rekursiv als

By = F(7,s) - As,




. L 1- 1

k, = F(F+§k1,3+§As)~As,

= — - 1

ks = F(F+}Z-kz,s+§As)vAs5

fy = F(F+Fkss+Ds)-As (35)

bestimmt worden sind, ergibt sich aus diesen Ei fir 7 an s + As folgende Grofle:
I - - -
(s + As) = 7(s) + i (By +2 ks +2- kst ks) + O(A5°). (36)

Der lokale Fehler ist also proportional zur fiinften Potenz der Schrittweite As. Somit

konvergiert die numerische Losung schnell bei kleiner werdender Schrittweite. Mit
diesem Verfahren kann man also den Koordinatenvektor 7 eines beliebigen Teilchens
von der Stelle s, zur Stelle s, transformieren. Um die Transfermatrix zu erhalten,

gibt es nun zwel Moglichkeiten:

stimmte Anzahl von Teilchen mit jeweils verschiede-

1. Man transformiert eine be
das Streufeld und berechnet die Transfermatrix

nen Startbedingungen durch
durch numerische Differentiation.

9. Man erweitert den Koordinatenvektor 7 so, daf in ihm nicht nur die aktuellen
Koordinaten, sondern auch die partiellen Ableitungen der aktuellen Koordina-

ten nach den Startkoordinaten gespeichert sind, somit ergibt sich fir mp = X

— Bz Oz 19z 8%z
der Ausdruck X = (€, 5= 15050+ ** ) 2602 Bwoan’ " " ,). Durch entsprechende An

passung von F ergibt sich dann ein Differentialgleichungssystem fiir die Matri-

xelemente.

3.1.1 Numerische Bestimmung mit Standard "Ray Tracing” Verfahren

Die numerische Losung der Bewegungsgleichungen einzelner Teilchen wird haufig an-
gewendet. So exisitieren verbreitete Simulationsprogramine wie RAYTRACE [7,36]
oder BEAMTRACE (3,23]. Diese Programme liefern gute Ergebnisse bei der Be-
stimmung von Matrixelementen niedriger Ordnung, sind aber ungenau bei Elemen-
ten hoher Ordnung, da bei ihrer Berechnung mehrfache numerische Differentiation

notwendig ist.

3.1.2 Numerische Bestimmung mit Hilfe der Differentialalgebra

Die Differentialalgebra (DA)[39,40,4L42] ist ein niitzliches Instrument um auf direk- |
tem Weg ein Differentialgleichungssystem fiir die Transfermatrix aufzustellen. Ziel
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der DA ist es, di ;
, die Rechenarithmetik vo :
cithmeti / n reellen Funktionen f(@ i
metik von Funktionen und deren Ableitungen nach d f(U) aul die Rechena-
u; zu erweitern. cen einzelnen Komponenten
Die formal ; .
demonstrizt :fe§:1§§1tesl:u3g . al;m Belapicl ciner elndimensionalen Variablen @
. Sind zwei beliebige reelle Funktio -
nen f(u) und g(u) ge
geben,

die beliebig oft ableitbar si
1 ' d . . =
Boty i nd, so kann man dazugehérige DA-Vektoren Df(u) und

ij(u) = (D{(v),D!(v),D{(«
-4 (v) 1(/),1721( ) ) (37)
) - (b—;f(u)Fﬁf (u),é—!f"(u),‘..),
D%u) = (D§(u),Di(u), D3 .u
-4 ) 1(/) Dzl( )se-) (38)
= (ag(u%?g (u),-z—!g”(u),...>. (39)

g

zu den reellen Operationen wi iti
: . n wie Addition, Multiplikati i
miissen diese auch fiir DA-Vektoren deﬁ;liert Wzrdenfon und Runktionensuswirhne

e Addition zweier DA-Vektoren
e Multiplikation des DA-Vektors mit einer reellen Konstanten
e Multiplikation zweier DA~Vektoren

e Auswertung einer DA-Funktion

tiation:
Dite — 1 1, .,
( %,(f(u) —;g(u»,-ﬁ(f () + 9'()), (7 (w) + 9" (w)), ..
= (_f(u)>_'f/(u)>if”(U), —}— m _1./ 1,
OO Gt

Die S i i o
umme zweier DA-Vektoren ergibt sich also durch komponentenweise Addition

Ime. Auf a,hnhche eiS i 1 1 1

= 1 1
Dot = (-é—!-a-f(u),-ﬁa-f'(u)rzl*!a'f"(u)w-)

S 1, 1
e,

(41)




—Vektors muf mit der GréfBe o multipliziert werden. Zwei

jede Komponente des DA
] miteinander multipliziert.

DA-Vektoren der Ordnungn werden nach der Leibnizrege

-

Fir die k-te Komponente von Dh = DF9 gilts

D =D{* = (- gw)®

1o K (3) (Y F)
= mef(u) g(w)

3=0
k
= S D{Di.. (42)
=0

Das Ausfithren dieser Vorschrift fiir alle Komponenten Liefert den vollstindigen DA~

Vektor. Bis zur zweiten Ordnung lautet er explizit:
p* = (D D4, D{D§ + D} ¢ p{Dy+ D{D{ + D§D3). (43)

n ist man nun in der Lage einfache Polynome
auszuwerten. So sei z. B. das Polynom f(u) = 4" u? +5.u+ 2 gegeben und gesucht
wird die Taylorentwicklung an der Stelle w = 2. Um die Entwicklung durchfithren zu
kénnen, werden noch die Ableitungen bendtigt. Bis zur sweiten Ordnung gilt:

Mit den oben angegebenen Vorschrifte

Lo -4

ren Ableitungen an der Stelle 2 ergibt sich fir

fllu)=8-u+5

Durch Auswerten der Funktion und de
den dazugehorigen DA-Vektor:

Df(2) = (28,21,4).

Um die Entwicklung mit dem DA-Formalismus zu erhalten, ist vorher noch der
Finheitsvektor DF und der Identitatsvektor D* zu u zu bilden. Die Multiplikation
des Einheitsvektors mit einem beliebigen Vektor D¢ muB wieder Df ergeben. Somit

lautet er:
D¥ =(1,0,0). (44)

r beinhaltet die Grofle u und die Ableitungen von U nach sich

Der Identitatsvekto
schreibt er sich:

selbst. Da alle Ableitungen bis auf die erste verschwinden,

b* = (u,1,0). (45)

-‘IV- d k3 . g
ird die Variable u des Polynoms f(u) durch D* ersetzt, ergibt sich:

Df(2) = 4-(2,1,0)(2,1,0)+5-(2,1,0) + 2- (1,0,0)
4-(4,4,1) + (10,5,0) +(2,0,0) |

= (16,16,4) +(12,5,0)

= (28,21,4).

Durch die Anwendung der DA-Operati i iplikati

die Taylorentwicklung des PolynonIZs laet;(t)iﬁ;:v ;:erl\g:rimp}?kam?n und’ S

e Teylor: , ohne die Ableitungen explizit

In vielen Fillen werden nicht nur die Entwi

oo : ntwicklungskoeflizienten vo

bend elrit,; :;;ij;-?; nxflgxz WI;H auc%l Funktionen wie sin,exp,... auswert:n%ogiozilz:

o D —d-l oxl;m.al:smus zu finden, seien die Funktionen f(g) und g(u)

pra 2 Z eiden Funktionen, so entsteht eine neue Funktion 2 (u) =

s g u). Dere prechende DA-Vektor D*(u) ergibt sich, indem die Funkti .
go = g(uo) und ¢ an der Stelle uo entwickelt wird: e
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flg) = ;Eaui (9-90) = iD;-f (9—90),
u = S _];_(?i‘g i Z:OO : |

Durch Einsetzen von g in f folgt fiir A(u):

h(u) = :Z:_%sz (E D? (u — uo)j - go) — in (i D?* (u —_ uo)j)i’ (47)

7=0
mit
) D% = (0,D7,D3,D;,...).
ndererseits ist h(u) formal als eine Potenzreihe in u um u,g darstellba
r:
o0 };azh ¥ ) . .
e (u—uo) =Y DI (u—ug). (48)

=0 i=0

h{u) =

Bh =N pf (Fee)t

0




Fiir den DA-Vektor der Ordnung n bedeutet das:
Bh =3 DI (D) (50)

e we . < ‘.’g @
In der Summe miissen nur die ersten 7 Terme beriicksichtigt werden, da D¢* keinen

reellen Anteil besitzt und somit folgende Beziehung gilt:
(D) = (0,D%,D§,D5-., D)
= (0,0,0,0,...,0) ;> n.

g der Exponentialfunktion f(g) = exp(g) gesetzt. Der zu
und einen nicht konstanten

(51)

So wird z. B. zur Auswertun

g gehérenden DA-Vektor spaltet sich in einen konstanten

Teil auf: . . ;
D¢ = gO"l‘Dg* = go +(O’D§7 27“")'

Fiir DY ergibt sich dann:
Bf = exp(D?) = exp(go + D”)
= exp(go) exp(D*)

- (D_'g*)z
= exp(go) |1+ D% + o AR

onalen Taylorentwicklung interessiert, muf die eindi-

Ist man an einer mehrdimensi

mensionale Variable v durch einen Variablenvektor i ersetzt werden. '
Bei der Anwendung des DA-Formalismus zur Bestimmung der Streufeldmatm.x

bestehen die Koordinaten, nach denen entwickelt werden soll, aus den Startkoordi-

naten:
U= (movao,yo,bmlo,do,gg). (52)
nun durch DA-Vektoren ersetzt werden,

Die teilchenoptischen Koordinaten koénnen \ ;
inaten mit den Startkoordinaten iiberein-

da am Anfang der Integration diese Koord
stimmen. Weiterhin wird vorausgesetz
Referenzteilchen {ibereinstimmit. Dadurch verschwinde
chens wihrend der gesamten Integration.
nach den Startkoordinaten hingegen verédn

Mit dem in Gleichung (52) definierten ¥ hat i
bigen Funktion f (w) gehoriger DA-Vektor folgende Form:

n die Koordinaten dieses Teil-

dern sich.

of of of of 95 0f Of, 53)

froy I
D/(@) = (£ 550" Gag’ Byo’ ba’ lo’ 9o’ 0o
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t, daf das zu integrierende Teilchen mit dem
Die Ableitungen der aktuellen Koordinaten

n erster Ordnung ein zu einer belie-

?ia die t(jﬂchefaop:tischen Koordinaten zu Beginn der Integration mit den Startkoor-
naten {ibereinstimmen, lauten die dazugehérigen DA~Vektoren:

D*(@) = (0,1,0,0,0,0,0,0),
D*(@) = (0,0,1,0,0,0,0,0),
D¥(@) = (0,0,0,1,0,0,0,0),
D*a) = (0,0,0,0,1,0,0,0),
p'(@) = (0,0,0,0,0,1,0,0),
D@ = (0,0,0,0,0,0,1,0),
Dé(@) = (0,0,0,0,0,0,0,1). (54)

jfusgehegd von diesen Star.tbedingungen werden alle im Gleichungssystem (4) vor-
gnil?eél en reel‘len Op.eratmnen durch DA-Operationen ersetzt. Dadurch wird er-
zeic t, af} ein Diﬁef.entlalglemhungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten entstan-
Ie}zl 1s1:.t Dlesles Gleichungssystem kann mit dem oben beschriebenen Runge-Kutta
ntegrator geldst werde i i i
iegrato n, wodurch automatisch die Werte der Matrixelemente gege-
g Ein wesentlicher Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daB die partiellen Ab-
gltunhgen auf Maschinengenauigkeit bestimmt werden kénnen. Die Genauigkeit der
ferec neten Transfermatrix hingt somit nur von der Ordnung des Integrationsver-
ahrens und der GréBe der gewshlten Schrittweite ab.

3.2 Nz‘iheruongsweise Bestimmung der Teilchenbahn durch
sukzessive Approximation

?f;'cfh Ur'zte'rsuchung. der Bewegungsgleichungen (4) kommt man zu dem Ergebnis
daf} fir die ionenoptischen Elemente mit Mittelebenensymmetrie diese Gleichun eI;
in folgender Form dargestellt werden kénnen [21]: :

' (s) = a+ folz(s),a(s),y(s),b(s),g,d,s),

a'(s) = kez+ fa(z(s),a(s),y(s),b(s),9,d,s),

Y (s) = b+ fy(a(s),a(s),y(s),b(s),9,d,s),

b (s) = ky+folz(s),a(s),y(s),b(s),g,d,5),

I(s) fg(m(s),a(s),y(s),b(s),g,d,s). (55)

};:E; liegt a,l'so ein geko?peltes Gleichungssystem fiir die transversalen Koordinaten vor
ie normierte Flugzeit kann man durch einfache Integration bestimmen, wihernd die
?




d d unverandert bleiben. Die Funktionen fa, fas fy

ein z,a,y und b, kénnen aber lineare Temtne
. ilnt; ajrt:’ziai{:;ie Iﬁzarlsfng;?ien fr, héngen auch explizit von ;bibn (iak:i
P m;db h die elektrostatischen oder magnetischen Felder eine s— daf gﬁ tg o
e nte kelt man die f,, nach den ionenoptischen Koordinaten und ia e
E{e&;elllen}?izg Ji:welhgen Ordnung ¢ zusammen, SO ergibt sich fiir die transversale
oefliz

Komponenten:

m:ifg)a fo=

=1 g=1

chromatischen Koordianten g un

i=1

S0, f=00 =LA (56)

f 1 1 1 Polynome
D e 1n d.en a.uftretenden 1onenoptlschen Koordlnaten smd Wlederum als
1 Py

in den Anfangskoordinaten darstellbar:
:E(S) = Pa: (2307@07'98960390’(1033)3
CL(S) = P, ($0»a05y0a507907d0,5)7
y(s) = Py (mo,&g,yo,bg,go,do,S)g
b(s) = Pb ($07a07y0760790)d073)-
er Stelle s, durch die Finheits-
Koordinaten an Sq:

(37)

daf die Transferfunktion Man d

davon
e st d, folgt fiir die geometrischen

matrix reprisentiert wir
2(ss) = Poy = To
(L(Sa) = Pao = dag, (58)
y(*sa) = Pyo = Yo,
b(sa) == Pbo = Z)o.

en unter Beriicksichtigung der Gleichungen (57)

e D o on o Startbedingungen in ein Integralgleichungssy-

und (56) und den oben angegebenen
stem umgewandelt werden:

Po) = w0t [ Pulo)dse X [ SO PP P o)
Ps) = oot [ k(o) Pals )ds+2/ 0 (Po(5),Pa(5), Py(5),Po ()90, 0:)

’ ! s s),90,d0,5)ds,
Po) = ot [ B [ SO (Pe) Pl) P) R D g

s 2 go,do,s)ds.
A = bt [ ()Pt 2 [ AP0 Puls) B B g0t

ds,

(59)

Um die Transfermatrix der Ordnung i bestimmen zu kénnen, werden nur die ersten
i Terme der Summen benétigt, denn die Terme £) mit J > ¢ enthalten nur Monome
der Ordnung 7+ 1 und héher. Dadurch liefert die j-te Potenz eines solchen Polynoms
nur Beitrige ab der Ordnung ¢ + 1.

In [22] wurde gezeigt, daB obige Integralgleichung einer Lipschitz—Bedingung
gentigt und somit nach dem Satz von Picard-Lindeléf auch eine eindeutige Lésung
existiert. Dieser Satz liefert sogar eine Iterationsvorschrift :

v+1 & ..Z)a d + E (1

Ty ( ) [} f ‘, 8 / f
Gyt1 a l kw F d + § (‘L
yv+1( ) yO f by (3) S /

P5u+1(3) = bo+/k

(8)Pay (), Py, (), B, (5) 90, do, ) ds,

(9),Par ()P (5), B (5), gordare)ds,
(5):Pa, (), Py (5), Pay (5):Gosdloss)ds, (60)
P, ( ds+;/ (Pr, (), Pa, (), Puy (8), P (), 9o,doy) ds.

Ausgehend von den Startbedingungen (58) kann eine Niherungslésung fiir die Poly-
nome konstruiert werden. Die Ausdehnung des Streufeldbereichs betrigt einige G
innerhalb und auferhalb eines Elements. Dies fithrt dazu, daB eine Einfachintegration
proportional zu Gy ist. Die beim Iterationsproze entstehenden Lsungen werden im-
mer wieder in Gleichung (60) eingesetzt, wodurch Mehrfachintegrale entstehen. Die
Werte dieser Integrale sind dementsprechend proportional zu einer bestimmten Po-
tenz von Go. Es existieren daher Terme T} ~ Gq, Tp ~ G2, Ty ~ G2 usw.. Da Gy
aber als klein angenommen werden kann, dominieren die Terme niedriger Ordnung
gegeniiber den Termen hoher Ordnung. Soll das Endpolynom bis zur einer Ord-
nung n approximiert werden, mufl man die Iteration so lange durchfithren, bis keine
zusdtzlichen Terme T, mehr auftreten. Der Fehler zur wahren Lésung betrigt dann:

-

AP(s) = Paer(s) — P(s) = O(G5H). (61)

Da die Matrixelemente niedriger Ordnung von gréferer Bedeutung sind, sollten sie
auch genauer approximiert werden. Unter der Annahme, daf die geometrische Aus-
dehnung eines Teilchenstrahls im Streufeldbereich maximal die GréBe Gy erreichen
kann, skalieren die Matrixelemente der Ordnung n mit Ggy. Aus diesem Grund ist
in der Literatur [17,38] eine effektive Approximationsordnung eingefiihrt worden, die
sich aus der Summe der Matrixordnung und der Approximationsordnung der Itera-
tion zusammensetzt.




griff Approxi-

rachweise zu ermoglichen, wird der Be
g verwendet.

r effektiven Approﬁmationsordnun
Genauigkeit der Approximation der einzelnen
e Ordnung der einzelnen Matrixelemente.

Um eine Vereinfachung der Sp
mationsordnung ab jetzt im Sinne de
Die Iterationsordnung bezeichnet die
Matrixelemente und die Matrixordnung di

3.3 Analytische Niherungsformeln durch Integrale iiber die

Feldverteilung

ystem (60) liefert eine allgemeine Tterationsvorschrift zur Bestim-
die einen Teilchenstrahl vom Ort s, auferhalb bis zum
Die Endkoordinaten der Teil-
teilung ab.

onente der Ma-

Das Gleichungss
mung der Transfer
Ort s weit innerhalb el
chenbahnen héngen nur vo

Zur Veranschaulichung be

matrix,
nes Elements transformiert.
n Integralen iiber die normierte Feldver

trachte man nun die horizontale Komp

trix erster Ordnung. Hier vereinfachen sich die Tntegralgleichungen ohne Beriicksich-
tigung der chromatischen Elemente zu:
Po(s) = mot [ Pu(s)ds
Pou(s) = a0+ [ hals) Pau(s)ds (62)
Setzt man nun P, ein, so ergibt sich:
P.(s) = m0+/a0ds
Po(s) = a0+ / kozods. (63)
Durch weiteres Iterieren ergibt sich:
P,,(s) = %o (1 + f/ kmd25> + ag$
P, (s) = ao (1 —!—/kmsds) +:c0/k'wds. (64)

gen nur von Integralen iiber die Feldverteilung entlang

Die Koordinaten am Ort sp han
ementen mit gerader optischer Achse e

der optischen Achse ab. Bei El
diese Integrale den Integralen iiber e
berechneten Feldverteilung. Liegen dagegen ione
ischer Achse vor, so milssen die {iber z bestimmten Integr

opt
abhangigen Koordinate s transformiert werden.

der un

30

ntsprechen

ntlang der geraden s—Achse gemessenen oder
noptische Elemente mit gekrummter
ale auf Integrale entlang

Im St i i
B ;zf:ﬁ@zj:i 12? n;an ?.ber nicht exy?lizit an den Endkoordinaten interessiert
oncern an dom Tnter chied zwischen c‘ier Teilchenbahn unter Einflu des realen konj
pnserlichen Teda 1eg<;s und der Tellch.enbahn unter Einfluf} eines idealen F:ﬂdes
peses I Dg prung aft. an de? ef?ektlven Feldgrenze von null auf einen konst ~
an. Die Integrale sind beim idealen Feld besonders leicht auszuwerten: .

/kideald5 = kosy
1
ki ea d2 == e 2
// dealdS zkosba (65)

Werden di :
cha.rak}tleriszsei Integralfa mit den I.n tegralen iiber k(s), welche den realen Feldanstie
der effekti ega verglichen, so stimmen die ersten Integrale aufgrund der Definiti .
. . . n
Pallen. Bildet eldgéfmﬁ;berem' Das avweite ntegral unterscheidet sich in beiden
. man die Differenz und normiert Sy . ,
unabhingig von der Feldstirke ist: ert auf ko, so ergibt sich ein Integral, das

Ia:k—l / 2 __}_ 2
1 0 / kds 23b‘ (66)

Das i . .
as in Gleichung (64) verbleibende Integral kann durch partielle Integration umg
e_

formt werden:
Jhods =, [ets— [ e (67)

(X,X) = 14 kol

(X,4) = 0

(4,X) = 0

(4,4) = 1—kelia. (63)

Um di ix hé

s Ehjoi/fz:it;xFlgéleres g)rdnung ?u berechnen, miissen die Funktionen fi , die ex-

lassen sich durch d've;e;ung- abhéngen, bestimmt werden. Diese Abhé;gigkeiten

oprosimat ! die Re ursmn.sformeln (13,18) erhalten. Betrachtet man nun ei
mative Lésung der Matrix héherer Ordnung, so entstehen Ausdriicke Wizlne

(X, XX) = ¢ //k"d2s.

Diese Integrale li :
grale liefern aufgrund der im Streufeld
. ) . ' modell angen
verteilung einfache Ausdriicke, da an den Stellen s, un é" Sboziez g::l Iflge;: Feld-
@ n von

(4, XX) = lek"ds und
(69)



i verschwinden und da k an den Stellen sq und sy jeweils den Wert null oder ko
annimmt. Die Integrale vereinfachen sich daher zu:
(4,XX)=0 und (X,XX) = cako. (70)

Der erste Ausdruck verschwindet und der Wert des zweiten Ausdrucks ist unabhéngig
yon Go und der Form der Feldverteilung. Analog konnen alle Integrale ausgewertet
werden. Werden die Ergebnisse zusammengefaBt, so ergibt sich folgende Losungs-
strategie:
1. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen (4) werden in ein iterierfahiges Integral-
gleichungssystem (60) umgewandelt, wobei alle in den fﬁj vorkommenden Komi-
ponenten der Feldverteilung durch die Rekursionsformeln (13,18) bestimmt wer-

den.

9. Alle vorkommenden Komponenten der Feldverteilung, die in Abhingigkeit ei-
ner Koordinate z gegeben sind, werden auf die unabhéngige Variable s trans-
formiert.

3. Die Integralgleichung wird sukzessive in der gewiinschten effektiven Approxi-
mationsordnung geldst. ‘

4. Bswerden alle auftretenden Integrale unter Ausnutzung der speziellen Form der
im Streufeldmodell angenommenen Feldverteilung in voneinander unabhéngige

Grundintegrale umgeformt.

5. Zu bilden ist die Differenz zwischen der Teilchenbahn im realen Feld und der
Teilchenbahn im idealen Feld.

Die jetzt auftretenden Integrale sind unabhingig von den Integralgrenzen und lassen
sich auf G skalieren, so dafi sie nur die Form der Feldverteilung reprisentieren. Somit
1584 sich die Streufeldmatrix durch eine Potenzreihe in ko und G darstellen.

3.4 Anwendung und Vergleich der numerischen Verfahren
mit dem Verfahren der sukzessiven Approximation

Um die beschriebenen Methoden anwenden und vergleichen zu kénnen, muf man eine
geeignete Funktion finden, die die Bedingungen fiir die Form der Feldstarke erfiillt.
Fin geeigneter Ansatz zur Approximation des Feldverlaufs liefert die sogenannte En-

gefunktion [11}:

k(2)
. . LA 1
k(z) 1 + explao + a1(z/Go) + as(z/Go)? + -] (1)
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Die Koeflizienten a; mii k
; mussen so angepafit werden, daf} sie ein 1
: em nu
zzndffldgell{'?uf ex;j;sl;;rechen, Hierbei ist die Koordinate z so gewélfll: m(si:j; g?gebeli
eflektiven Feldgrenze ist. Diese Funkti Bt si i : niere
2 : : n ion 148t sich beliebig oft diff i
Aiithi;im;ic verschwm’dende Ableitungen an den Integra‘tionsgreizen }ne?nZIQIzn
Wog : eil kirgebez} sich automatisch die Ableitungen, so daf} sich .auf einef; h .
jreg die e ;‘i)?tatlschfgl od;r magnetischen Felder und ihre Entwicklungskoefﬁczi:zl
mmen lassen. Durch Integrieren 14t sich di i -
Rundungsfehler des Computers berechnen sl dhe Transfermatzix genen bis ouf
Um di i °
ie Integralmethode mit der numerischen Methode vergleichen zu kénnen
3

I’j'b .

dazfp;if§§ der In‘tegralmethode kann Gleichung (61) verwendet werden. Es wird

g elr Cjc‘az'enz zg1zchen Matrixelementen, die aus der numerischen Iﬁtegra‘:}r

en, und den Werten aus der Inte o

; i ! . gralmethode gegen @G

f;ni Iieé\/lai;lxelemente bis zum Polynom des Grades n in Gogaiproxigns}:jtgimgenn

O(G”'*”l) ::in eh;er' der emzeénen Matrixelemente gerade eine Funktion der GO:stZIIlt’

0 . Bei geniigend kleinem G, hat di ;

O(Q™1) — o Gt . o hat diese Fehlerfunktion d i

(G57) = ¢ G§*, so daB die Integralmethode leicht verifizierbar ist Bt e o




4 Streufeldmatrix des homogenen magnetischen
Sektors

Im folgenden Kapitel wird die FinfluB des Streufeldes beim Eintritt und Austritt
in den homogenen magnetischen Sektor unter Einbeziehung einer schrigen und
gekriimmten Feldgrenze untersucht. Die Ergebnisse werden in Form einer Trans-
fermatrix dargestellt.

Berechnungen bis zur zweiten Ordnung wurden von Wollnik [9,10] und un-
abhingig davon von Enge [11] durchgefithrt. Die radialen Koeffizienten fiir einen
homogenen Magneten wurden von Ludwig [43] bis in dritter Ordnung berechnet.
Des weiteren bestimmten Matsuda und Wollnik [12,44] den EinfluB des Streufeldes
bis zur dritten Ordnung auf die radiale Matrix eines inhomogenen Magneten. Der
FinfluB auf die vertikale Matrix bis zur dritten Ordnung wurde von Sakurai, Mat-
suo und Matsuda untersucht [13]. Sagalovsky [14] wiederholte diese Rechnungen mit
Unterstiitzung des Formelmanipulators MACSYMA, wobei er jedoch nur eine gerade
Feldgrenze annahm.

Die Rechnungen stehen teilweise im Widerspruch zur numerischen Berechnung (8]
der Streufeldmatrix. Ein Vergleich der numerischen Werte mit den Approximations-
formeln aus [12] zeigt, dafl der Knick der optischen Achse bedingt durch den kontinu-
ierlichen Feldanstieg in der dort angegebenen Néherung falsch angegeben ist. In er-
ster Ordnung zeigen sich anterschiedliche Ergebnisse bei den Elementen, die abhingig
vom Einfluf der gekriimmten Feldgrenze sind. In den angegebenen Artikeln ist nur
auf die lateralen Bildfehler eingegangen worden. Da das Auflésungsvermdgen der
Flugzeitmassenspektrometer von den longitutinalen Bildfehler abhingt, ist ihre Be-
rechnung ebenso notwendig. Im folgenden Kapitel soll die Herleitung der Naherungs-
formeln unter Beriicksichtigung der Kriimmung der Referenzbahn durchgefithrt wer-
den, wobei die Mastrixelemente in der dritten Approximationsordnung bestimmt wer-
den. Durch Vergleich mit den numerisch berechneten Elementen wird die Konsistenz
der Niherungsformeln mit den numerischen Ergebnissen nachgewiesen.

4.1 Bewegungsgleichung im Fall des magnetischen Sektors

Im Falle des magnetischen Sektors verschwinden in den Bewegungsgleichungen (4)
alle Terme, die proportional zu den clektrischen Feldern oder dem elektrischen Po-

tential sind. Dadurch vereinfachen sie sich zu:
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[-(2) @) o

Be; .
mcznzierbBtej_'e}:}%n;ng der Transfermatrix sollen zun#chst nur die geometrischen Ele
e beriicksichtigt werden. Entwickeln der Differenti i ‘
chtigh w rentialgleichung bis dritt -
nung ohne Beriicksichtigung der chromatischen Elemente liefert: ’ riter O

1 1
T = a+h =8 * 12
‘15’3‘1‘2& +2ab,

_ 1 1
Yy = b+hbm+§azb+§b3,

' = 1+h 1,,1,. 1 1
+ ha + a+26 +2hwaz+§hwbz,

2
, 1
a = —)—{— (B:b+ zbhB, — B, — hzB,) + h (1 — E(12 — _1_[)2)
- 2 2 )’
1
b = —(—B,a-—
- (-B.a — ahzB, + B, + hzB,). (73)

'{j‘ k3 . .
c}i d:‘\x; Tr.ansfermatnx zu e:rhalten, ist eine detaillierte Beschreibung der rdumb-
n Verteilung des magnetischen Feldes B notwendig. Fiir alle Sektormagneten




daf die optische Achse einen Kreis vom Radius Ro innerhalb des

wird angenomimen,
se wird als z bezeichnet.

Hauptfeldes beschreibt. Die Koordinate entlang dieser Ach
Innerhalb der Region des Hauptfeldes bedeutet dies, dafl die FluBdichte B entlang
dieses Kreises konstant = By, also unabhingig von s ist. Daraus folgt, dafl die Pol-
schiuhe rotationssymmetrisch sein miissen. In der Ebene der optischen Achse, fiar
y = 0, wird dann die y—Komponente der Feldverteilung durch eine Taylorreihe be-

schrieben:
By(m) = nimi 2 A zt
et = ]~ - = 1+ Z -
Q i1 L i=1 AO,), e

Die Koeffizienten fiir das Potential in der Ablenkebene kénnen also durch die
y—Komponente der magnetischen FluBdichte dargestellt werden. Die Variable z
liefert die Abweichung der Trajektorie von der optischen Achse, wihrend die Koefli-
sienten n; die Inhomogenitét der Feldverteilung definieren. Im Falle eines homogenen
Magneten mit parallelen Polschuhen verschwinden alle Koeffizienten n;. Dadurch ist

B, unabhingig von = und somit gilt By(z) = Bo.

X

'
!
s
!
:
L
:
L b
!

Abb. 9: Lage des mitgefiihrten teilchenoptischen Koordinatensystems.

Im Streufeldbereich fallt die FluBdichte entlang der optischen Achse ab und i

dadurch nicht mehr unabhingig von der Variable s. Im Koordinatensystem des
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Magneten (siche Abbildung 9 ibt si
bt ir di ‘
bis zur dritten Ordnung: g 9) ergibt sich fiir die Taylorentwicklung der FluBdichten

By (X.Y.Z) = — (2%l |
BX((X’Y’:;?) e VY = Vo XY - 3V, XY — SV,7°
Y 54y ) = ;Y = “%,1‘%,1X“%%,1X2‘%%3Y2 |
1Y, X3 — 1y L XY? ’ (74)
6 311 113XY )
By(X,Y,2) = (282) = _ViY - V{,XY - V},X° - 3
0,1 12 XY — 3V X2V — SV .Y3.

Mit Hilfe der obigen Gleichun
' gen werden alle vorkommenden Feld i
fizienten V;; des skalaren magnetischen Potentials ausgedriickt Fider durch die Foek

Ni . .
icht alle in der Gleichung auftretenden Koeflizienten sind unabhéngig vonei
ein-

0, 3
de 50 58¢€ S Ch i€ I{OCHiZlenten E lll),d I’ dlll’.'Ch d.le andel’en KOeﬁ'IZ}enteﬂ

Vog = —V5,—Vaa
) Vvl,3 = - 1,,,1 - V3,1» (YS)
m die Potentialkoeflizienten 4; ; im mitgefi
; ;; im mitgefithrten Syst
um den Winkel & gedreht ist, k;nn die BeziehunI; TR Mg m eThalien, el
Z = zcos(®)+ zsin(®) + X,
X = —zsin(®) + zcos(®) + Z,

.1
a = -}-C:(sz%‘th:cb——By-hByx)_{_h(l_la2m1b2>
1 2 2
B ;C:; (_ O’be - Al»lxyb - hAgilmyb + Aoy + Az + %Amxz—}—

1, 1
=Ag sy’ + = a1
5 0,3Y + 6.14.3,1-'3 -+ 244.1,3392;’2 + hAO’I."c <+ hAl,lmz -+ 1hA2,1€U3+

1 1 ?
éhAg,gwyz -— AO,I — ‘§A0,102 - %Ag,lbz) 5
; 1
b o= ;C—“ (~Bza—- thZ:CL'*}*B;E—f-hSBB@)
1 ’
_ I ¢

o < 0,19Y + Am hAQ,Imay + hA6,1$ay — A1y — Agzy — é’As 13323/—

1 3

+ 3

641,39 — hd; Yy — hAz,1$2y> . (76)

]




Sortiert man nun nach den teilchenoptischen Koordinaten z, a,y,b und nutzt Glei-
chung (75) aus, so ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung bis in dritter Ordnung
_ ohne die chromatischen Terme und mit den normierten Potentialkoeffizienten

B =Ai; - folgender Ausdruck:
! Xm
! a + haz + $a® + 3ab’,

x =

y' = b+ hbz+ 3a’b+30°,

I' = 14 hz+3ia®+1b* + Ihaa’ + thad,

o = (Bi1— h?) z + (‘1532,1 + hB1,1) z? + —%hazﬁ-
Fiht = 1B,,) y? + hiyb + —3hb & (3Bay + 3hBas) 2 (77)
~1BY, + 3hh" — 3Bsy — 1hByy) wy® + - (Bi.— hBj,) oyb,

¥ = —Biy+(—Bz21-— hBi1)zy — h'ay + (“‘%33,1 - th) zly+

( 1t hB‘,’»l) zay + (%3 11+ %33,1) 3.

4.2 Einflufl des Streufeldes auf die Referenzbahn

Im Gegensatz zu den Multipolelementen erfahrt auch das Referenzteilchen eine Ab-
lenkung im magnetischen Dipol. Eine vereinfachte Darstellung des Streufeldeinflusses
liefert das SCOFF (sharp cut off) Modell (11]. In diesem Modell wird angenommen,
daf G unendlich klein ist. Dadurch steigt das Feld sprunghaft an der effektiven Feld-
grenze von null auf einen konstanten Wert an. Unter dieser Annahme bewegt sich
das Referenzteilchen aufierhalb des Magneten geradeaus und beschreibt innerhalb des
Magneten eine Kreisbahn mit der konstanten Kriimmung ho = 1/ Ro. Wird dagegen
die reale Feldverteilung beriicksichtigt, so wichst die Krimmung der Flugbahn die-
ses Teilchens kontinuierlich von null weit auBerhalb zum Wert ho weit innerhalb des
Magneten an. Unter der Annahme, daB die Flugbahnen im Hauptfeld des Magneten
im SCOFF Modell und unter Einfluf} einer realen Feldverteilung iibereinstimmen sol-
len, mufl diese Flugbahn beim Fintritt in den Magneten einen Versatz Az und einen
Knick A® besitzen.

Da die Referenzbahn in der Ablenkebene (y = 0) liegt, wird die Ablenkung nur
von der y—Komponente der magnetischen Flufdichte By(s) = —Aoa(s) bewirkt.
Die Kritmmung h(s) der Teilchenbahn stimmt bis auf den Skalierungsfaktor 1/Xm
mit By(s) iiberein. Ab hier wird nur noch von der Kriimmung h statt von der
magnetischen FluBdichte ausgegangen.

Im allgemeinen tritt ein Teilchen nicht senkrecht zur effektiven Feldgrenze in
den Magneten ein, sondern es besitzt eine um den Winkel € geneigte Bahn (siehe
Abbildung 10). Weiterhin kann die effektive Feldgrenze noch eine Kriimmung mit

dem Radius R, besitzen.
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Abb. 10: Teilchenbahn im Streufeld eines Magneten

Star]?;e Fltcllgbagn cées HTeilchens soll an der Stelle s, weit auflerhalb des Magneten
n und an der Stelle s, im homogenen Bereich enden. Aus d iedli
Flugwinkel und der Verschiebung i i T atin vo Pl e
: g in der z—Richtung relativ zur Flugbahn in ei
ldeaéen Felud ka?nn anschlieffend der bendtigte Versatz AX und Kniclf AN ;:siiﬁ:ll:
werden. Fiir die Flugbahn ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem:

¥ = Hs)
X' = —sin(®),
Z' = cos(®). (78)

Dlese' Bewegmfxgsgleichungen sind lésbar, sobald die Gréfie A(s) bekannt ist. Im all
izz‘etin‘:i;ﬁt;:zfﬁ mazll die i luﬁgicllite entweder durch numerische Rechenvlerfahren
der d . ng entlang der Senkrechten zur effektiven Feldgrenze i
Linie in Abbildung 11). Da die Feldverteilung entlan e
e I . : : g der Flugbahn des Referenz-
el chens ;:;; i;t:x;zi: g;te ,f 1;11111;? j;;z ;I‘;*.ansforma.tmn dieser bekannten Feldverteilung
Ausgehend von einer geraden Feldgrenze und unter der Annahme, dafl das Tei
chen keine Ablenkung erfahren wird, verliuft die Flugbahn entlan yd Z aSA -
und der Abstand d des Teilchen ist durch die geometrische Beziehugng Z;*- :z—cocslzz;:
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Abb. 11: Feldverlauf entlang der ungestorten Bahn.

gegeben. Fiir den Ablenkwinkel @ ergibt sich mit ¢o = cos(e) und u = coz folgende
Beziehung: i

AP = /th(coz)dz = —

Cg Y zqc0

h (u) du. (79)

enze die Feldverteilung unabhéngig von der X —Richtung ist,
rade dem Integral iiber die Feldverteilung er?tlang d;er ge-
ren Herleitung wird angenommen, daf} immer in den
griert wird, ab jetzt werden sie deshalb wegge-
etzt man das Ergebnis in Gleichung (78) ein
) und cos(®), so folgt:

Da bei gerader Feldgr
entspricht % h(u)du ge
strichelten Linie. Bei der weite
Integrationsgrenzen z,Co und z,co inte

lassen. Weiterhin soll h = h(u) gelten. S

und entwickelt die trigonometrischen Funktionen sin(®

@b = —1‘ hdu,
Co
1 f 2
= —— hdu,
X c? / “
1 11 (/ hdu)z du (80)
Zy = Zgu T 268 ’

40

wobei folgende Startbedingungen vorausgesetzt wurden.

&, = 0,
X, = 0, (81)
Zy = 8, (82)

Gleichung (80) beschreibt in erster Niherung die Bewegung des Referenzteilchens
bei gerader Feldgrenze. Beriicksichtigt man zusitzlich die Kriimmung der effekti-
ven Feldgrenze, so wird der Abstand des Teilchens zur effektiven Feldgrenze durch
folgenden Ausdruck beschrieben:

d(2,X) = (X = Xo)* + (2 - Zo)’ - R,. (83)

Die Gréflen Zo = R, cos(e) und X; = —R,sin(¢) bestimmen den Mittelpunkt des
Kreises, der die gekriimmte Feldgrenze beschreibt. Der Abstand d hingt von der
aktuellen Position Z,X des Referenzteilchens und somit indirekt von der aktuellen
Krimmung A ab. Unter der Annahme, daf die Teilchenbahn im Streufeldbereich nur
wenig von der Kriimmung beeinflult wird, ist der Verlauf dieser Bahn stérungstheo-
retisch bestimmbar. Entwickelt man Gleichung (83) bis in dritter Ordnung, so ergibt
sich mit p = 1/R, und so = sin(e):

1 1
d(X,Z) = coZ — 85X — 3P (chz + 2s9c0 X 7 + ngz) + §p2 (30c§X3
+co (355 — 1) X2Z + 50 (1 - 32) X 2° — shcoZ®). (84)

Werden fiir Z und X die Lésungen aus Gleichung (80) eingesetzt und entwickelt man
h(s) um die Stelle u, so folgt mit ¢, = tan(e) und Ad = d — u:

h(s) = b +KAd+1h"(Ad)
= h +
W (=35 S hdu) du+ £ [ hd (85)

+plu [ [ hdhu — Lptlu? — %pzigus) +
Lpo (Eg (JJ hd)® = pBu? [f hdtu + 1p%t8ut) .
Diese Gleichung enthlt aber noch nicht alle Terme bis zur zweiten Ordnung, denn

wird der Ausdruck in Gleichung (78) eingesetzt, ergeben sich fiir X und Z folgende
erweiterte Lésungen:

X, = ~§gffhdzu—-i%//h’ffhd4u %%pf/h'uzdzu,

1 11 2
= 2w [([ha ) n
Z, ~u zcg/U v) du (86)
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Den Unterschied des Endortes im Vergleich zur SCOFF Naherung kann man durc

i i ind.
die Streufeldintegrale ausdriicken, die unabhéngig von den Integratloﬁgre;llzeer; Os;; t
Werden alle auftretende Integrale (siche Anhang 10) in Grundintegr . ; ue g ,
sich fiir den Versatz an der effektiven Feldgrenze folgende Grofien:

ergeben
2

1 31 1o
AX = —holat 5 shilsa — 35pholze

0

11 87
AZ == -———é"c“‘é’hg.[gaa ( )

0

den Fillen iibereinstimmen soll, muf}

dort in bei
Da angenommen wurde, dafl der Endort i e L diese Difforenz verschoben

i tsprec
das Teilchen aufBerhalb des Magneten en nd i '
werden. Dadurch modifiziert sich der Ausdruck fiir die Krimmung:

M) = b *(‘_ﬂ U by du+ & IS hdut GRSt
18 [f hutdu 4 plu [ [ hdt — Sptdu’ = 3ot (88)
ol + 38K — 35 pholaa + 33 H30)
sh (& (f by’ - pliut ] hdu+ 3o0tEt)

SchlieBlich erhilt man fiir den Winkel & am Integrationsende:

i o () 5

2 12 1243 l.’i‘l/'ffhd"’——
o= [ 5003
Cg

2
lpiﬂ_/h’uzdu——ipz—c—i/hu?’du—}-i-c—g/h hdu U ”

2 Cg \
1 4 " 2/f 3 lﬁg/h"u‘ldu—»
ingfhu hdu+8p o
31 t3 11, (89)
;f:%hglla -+ ‘é“cfog‘hglga - B‘j)gphg.[ga -+ 5 cgthga.
"0

jekti inflisse au
Teilchenbahn. Durch Projektion aller Ein ‘ t , !
izz VZ:sa,tz und Knick der Teilchenbahn mit Hilfe folgender Groéfien beschrieben:

3 2
tz 2 3?_9_ E_Q — I 3 zh _[_),I as
Ad = ;E:;PheflA - Pho (Z ch“ + cg (213“ Zb) Top ch 2

1 31 12
AX = Sheli, — 23hils, + 3phe—2 Iy,
lerd € <o
11, ‘
AZ = 52-é\,ihglsag. (90)

Zu sehen ist, daB bei verschwindender Kriimmung die Ablenkrichtung der Bahnen
mit und ohne realen Streufeldeinflu8 sich nicht unterscheiden, so da8 nur der Versatz
AX und AZ zu beriicksichtigen ist. Bei gekriimmten Feldgrenzen tritt zusitzlich
noch ein Knick der Teilchenbahn auf, der bei der Justierung eines Ablenkmagneten
von Bedeutung ist.

4.3 Bestimmung der Potentialkoeffizienten

Um die Transfermatrix des Streufeldes zu bestimmen, miissen die normierten Pé-
tentialkoeflizienten Bgﬁ)(s) berechnet werden. Die Indizes ¢ und k geben jeweils die
Ableitung in z—Richtung und entlang der Flugrichtung des Referenzteilchens an, wie
in Abbildung 9 erkennbar ist. Alle Koeffizienten Bﬁ)(s) lassen sich analog zu Ag(s)
durch die aktuelle Kriimmung ausdriicken:

B (s) = —hgipu(s). (91)

Die Ableitungen von h(s) sind nicht explizit gegeben, sondern miissen iiber den Ab-
stand d(z,z) durch mehrfaches Anwenden der Kettenregel bestimmt werden. Fiir die
in Gleichung (77) auftretenden Koeffizienten ergeben sich dann:

h. = h'd,,
h, = h'd,
hee = h'des+ h'dl,
h., = h'd,+h"d,
Rozs = h'degy + 3hggdend, + B"d2,
hoze = h'dyss + h"(d.2ds + dood,) + 3R"dd2, (92)
wobei der Strich die Ableitung von A nach d kennzeichnet. Aus Abbildung 9 las-

sen sich die Laborkoordinaten Z,X durch das mitgefiihrte Koordinatensystem z,z
ausdriicken:

A z cos(®) + zsin(®) + Z,,
X = —zsin(®) 4 zcos(®) + X,. (93)




Dadurch ergeben sich fiir die partiellen Ableitungen von Z,X nach den intrinsischen
Koordinaten unter Ausnutzung von Gleichung (89) folgende Ausdriicke:

82 11 2
5 = 1-5a (/)
2 2
92 _ 1 [paus® f B f f Bt — pi f hiutdu + pOh2T,.,
8z Co ck 2 ¢co Co
0X 1 g 1 ¢2 2
94— I [ hdu-=2 'ff 3 —-ﬂfh’zdm—-‘lhza,
5, p u 2 h hdu+pzcg uw du ’ch ol1
86X 11 2
S = 1mga([ha) (54)

Somit konnen die partiellen Ableitungen des Abstandes d bestimmt werden, z. B.
ergeben sich fiir die Ableitungen in z—Richtung in der jeweils bendtigten Approxi-

mationsordnung:

t 1 11 2
i, = f hdu+-2 f [ [ hdtu—spt f B'utdu + pehiLa —toco+ = — ( f hdu) +
Cp 2 2 Co
2 2 L 5t 2\, 2
p | | hd*u— phlis— ptocou — ptou | hdu+5p"— (1 - 300) u’,
2 Co
dew = —pci—2ptoco f hdu + p* (3t§c§ - 1) u,

dows = 3p7toch. (95)

Aufgrund der nun bekannten Ableitungen von d nach den Koordinaten des mit-
gefiihrten Koordinatensystems konnen die Groflen Bgﬁ)(s) naherungsweise bestimmt
werden. Im folgenden ist jeweils ein fiir eine bestimmte Matrixordnung charakteri-
stischer Koeffizient aufgelistet, so ergibt sich fiir — By 1(s) = ha(s):

h, = h’dm+h”dxAd+—;—h“'dx(Ad)2
.Y / hdu+ iﬂh' f B f f hd®u — é t2h! f h'utdu + ptih'hola — h'toco+ by
(3]
1 2
izghl <[ hdu) —{~ph'// hd*u— ph'hIy, — ptocoh'u —
1]

1,1
pt%h'u/hdu%—épzf (1 ——3c§) Rlu®+
0

—é——i—%h”/ (fhdu)zdu—tgh"/fhdzu—-zg;h"ffh'ffhd4u+

1
Staph” f f h'uldPu— 2pth"u / f hd2u+%ptgcgh”u2+ P8 coh!ud +

to, 1
2k f hdu f / hdu — = ptzh'"u / hdu +£2h"hoT,, —

3
‘]:“ig‘h”'(f/hdzu)2+lptéh"'u2/ hd? L oos 4
52 5P% u—wép tacohu®,

fﬁr ““BZ,I(,S) == hmz(g):

how = Bdoy+h'depAd+h"(d,)? +h"(d, ) Ad+ %h””(dm )2(Ad)?

= —h'pct—2ptocoh’ / hdu+p* (313 — 1) h'u -
ptocoh”// hd2u+%pt§c§h”u2 -
2ocoh” / hdu — 242h" / B! / f hd®u + pticoh” f h'uldu+ £2c2R" —
124" ( / hdu) 2ptace [ [t 2pticihu + 2p83coh [ hdu-
p*tl (1 - 3c§) R"u? 4 ptlclhu? + B (/ hdu) " Zptgcﬁh"u/hdu —
%téh’” f ( / hdu) * G+ 2o / / hdu + 4R / / B / f hd*u —
%tgc(;ph'" f / h'u?dPu+ 3pticohu / f hd?u — % ptAcERu? —
i;ﬁ PHECERyE 242 / hdu f / hdu+ ptcoh™u / hdu -+

}"t‘}h”” hd2 2 1 5 a2 2 1
270 u “iPtocoh u //hd u+§p2t§c§h”"u4

und schlieflich fiir —Bj ;(s) = Ry (8):

= h'dm; +3h"dydyy + 3R dydyy Ad +
h"(dy )’ +R"(d, ) Ad+ %h""'(cim)?’ (Ad)?
= 3p’tocih'+
3p*tocsh” —3pcih! / hdu -+ 3p*tocShu +
6pt§c§h"/ hdu —3p*t4cq <3t§c§ - 1) h'"u+

3pigc§h”’// hd?y — gp%gcghmuz _

(96)

(97)




£3c3hM 1 3tEcER" f hau + 3t3coh™ f B f f hd*u— g iR f huldu +
2
%thBh' " ( f hdu) +3pticin’ f J[ hd%u — 3pt3cShu — 3pigcahu f hdu +
2
g p*taco (1 - 303) R"u? — 3tocoh™ ( f hci’u,) — 3233 R + Btgcoh " u f hdu—

téthIIH hdzu _ tSCgh”" h! hd.4u + }. tGC2hIHI hruz d2u +
0o 0 ZP oo

2 1
%tg«:gh"” f ( f hdu) du — ptach""u f f hdzu—{——é ptocohu? +

1
3 pPtE B u® + 3t f hdu / f hd®u — —g ptacin""u? f hdu —
3ptacihu f / hd®u + % P25 S u® —

2
%tgcohﬂlll (ffhd2u> "{"%ptgcgh,,’liuz//hdzﬂ:“%thngh,””u‘l. (98)

4.4 Einflup des Streufeldes auf die Bewegung eines beliebi-
gen Teilchens

In Kapitel 4.2 wurde gezeigt, wie der Verlauf der optischen Achse, die durch das
Referenzteilchen definiert ist, beim Durchgang durch das Streufeld mit Hilfe von In-
tegralen iiber den Feldverlauf entlang der Senkrechten zur effektiven Streufeldgrenze
bestimmt werden kann. Das Verhalten eines beliebigen Teilchens, welches mit gewis-
sen Anfangskoordinaten 7; = (i, ai, li, ¥is b;) relativ zur optischen Achse startet, wird
in der Matrixdarstellung durch ein Polynom in diesen Koordinaten angenédhert. Ziel
in diesem Abschnitt ist es, die Koeffizienten dieses Polynoms ebenso durch Integrale
iiber die Feldverteilung zu approximieren.

Analog zu den Koordinaten der Referenzbahn kénnen die Polynomkoeffizienten
durch Losung der Differentialgleichungen (77) bestimmt werden. Eine wichtige Ei-
genschaft dieser Gleichungen ist, daB sie bis auf die Gleichung fiir die Flugzeit, welche
die anderen Koordinaten nicht beeinflut, keine Terme nullter Ordnung enthilt. D.
h. ein Teilchen, das mit den Anfangsbedingungen r; = 0 startet, wird keine Anderung
erfahren, so daB es am Ende wieder auf der optischen Achse liegt (73 = 0). Aufgrund
dieser Eigenschaft lassen sich die Polynomkoeffizienten schrittweise bestimmen, da
die Polynomkoeffizienten der Ordnung ¢ durch die Terme bis zur Ordnung ¢ der
Gleichungen (77) vollstindig beschrieben werden. So ergibt sich fiir die Polynomko-
effizienten erster Ordnung unter Ausnutzung von Gleichung (96) folgendes System

von Differentialgleichungen:

&£ = &,

y = b,

' = 1+ hz,

@ = (“h@ - hz) z

V¥ = h,y. (99)

iDle oben stehenden Differentialgleichungen entkoppeln in vertikalen und horizonta-
gn Komponenten, 5o da,:.B zwei gekoppelte Differentialgleichungen mit jeweils zwei

omponenten zu 16sen sind. Da die Flugzeit [ nur von der Variablen z abhingt
b'erec].:'mer} sich deren Polynomkoeffizienten durch einfache Integration. Somit ani?
sich fiir die vertikalen Variablen folgendes gekoppeltes Gleichungssyste;m" gei v

Yy = b
b = hgy. (100)
Mit den Startbedingungen
Y = Yo,
b = b (101)

ergibt sich folgende Iterationsvorschrift:
1
Yit1 = Yo+ —-—/b,-du,
Co

1
biry = 1 .
+1 bo + o /hmyzdu, (102)

Wird A, durch den Ausdruck . .
erste Thoration usdruck aus Gleichung (96) ersetzt, lautet die Losung fiir die

1
B = y{)+ '—'U;bg,
Co

b = bo+(i/h'/hd2u+§§— h'fh'//ha#u—%p—zﬁ/h’f}uuzd?w

t2 0
pihgl’la~t0/h’du+%~z%fh’ (/hdu)zdwpéfh'/fhdsw

1 2
—RyLia— pto | h'udu— -—"f 'f 2y 42 220
pc0 olia—pto [ Kludu—p ) h'u | hd u+§p2cg (1~36§)fh'u2du+

&




Lo o (o) B i f [y ] [ [ 1es

2c2

L fh”f/h'uzdsu~2p«2fh"%ffhd3u+-—1%pt§/h”u2du+
Co

26@

oS f Bty Sduﬁ" f Bt f hdu f f hd3u-—pc f Ay / hdtu+ 2 / B duholg —
0
Lt fh”’ (/fhdz ) du+ fh”' /fhdsu—%pztgfh'"u‘*du) yo. (103)

2c0

Die meisten Terme liefern Beitrige in zweiter Ordnung, die bei der zweiten Itera‘hor;
nicht mehr beriicksichtigt werden miissen. Die {ibrigen Terme erweitern y und

folgendermaflen:

y, = (C f[h’fhdS ~ 2 [ hdu —p—f[h'udzu»
1]
f f % / / hd‘*u-’r; tc‘; / / Bt dt + 20 f f h"dzuholm) Yo,

by = (Cofh’ fhd2 _ h'udu—-p——/h’ 2 du—

2
% / h''y / f hd% + —p-° f By + 2 / h"uduhofm) bo.  (104)
c2 2" ¢o ck
Diese Erweiterungen bewirken im dritten Schritt folgende Ergénzungen:
lo
b= g /fh’u,dzu bo,

b = (-:-§%fh’ffh'/hd“u+ﬁfh’/hdzu+pﬁfh’ffh’ud3u+
fg/h’f/’h"f/hds ltéw/h'//h"?d?’ -[h’f/h"d wholp, —

Co

E}—/h’(/hdu)zdu+pifh’ufhdudu+z%fh”/hdu’//hd3 -

o
43
ty | hdiuhol G) Yo- (105)

1 té‘/huthdl’;

Weitere Iteration ergibt:

[

)

ffh'fhduyg,

[ /
;%fh ffhudgu bo. (106)

Durch Einsetzen von y, bekommt man den letzten Term von b:

_%fh'ffh’fhd‘*u Yo- (107)

Durch Addieren aller Komponenten ist der Gesamteinflufl des Streufeldes bis in
zweiter Naherung festgelegt. Alle Integrale kann man wiederum auf Grundintegrale
guriickfithren und sie dann zusammenfassen. Dadurch nimmt die vertikale Eintritts-
streufeldmatrix folgende Form an:

1 1
(YY) = 1-hih (1+283) + pholia— (280 +313),
0

(Y,B) = th-(é-lm,
(B)Y) = —toho~hiliu— ! (1+2t0)+h3zlb 2(1+2t0)+h3I9 ; (7+1022)
~phzlla (2+3t>+ph2111,— (5+6t2) zhofm-c—g (2+312),
(8]

1
(B,B) = 1—2h§]’10;%+h§1'16? (1+2t2) - ~pholia— (2t0+3t3)
0 0
(108)

Die horizontale Matrix wird auf dhnliche Weise bestimmt. Die Polynomkoeffizienten
zweiter und dritter Ordnung konnen berechnet werden, indem die Iterationsvorschrift
in den Gleichungen (102) so erweitert wird, daf alle Terme aus den Gleichungen (77)
beriicksichtigt sind. Die auftretenden Potentialkoeffizienten kénnen nach dem im
Abschnitt 4.3 erliuterten Verfahren gebildet werden. Die Iteration erfolgt analog
zur Bestimmung der vertikalen Matrix erster Ordnung. Da die Durchfiihrung sehr
aufwendig ist, aber keine neuen Erkenntnisse liefert, soll hier auf die Darstellung
verzichtet werden. Im Anhang 10.1 sind alle auftretenden Integrale und ihre Trans-
formation in Grundintegrale aufgelistet.

4.5 Bestimmung der chromatischen Elemente

In den vorausgegangenen Abschnitten wurde ein Verfahren beschrieben, um die geo-
metrischen Polynomkoeffizienten in Form von Integralen iiber die Feldverteilung an-
zundhern. Von entscheidender Bedeutung bei allen Massenseparatoren sind aber auch




die chromatischen Bildfehler, so will man z. B. bei doppelfo.kussierenden Systemen
erreichen, daB8 der horizontale Endort unabhéngig vom Start‘mnkel und der Sta:r‘%:}c:in;r%
gie der Teilchen ist ((X, 4), (X, D) = 0), die Massendispersion .,(X’ G) aber mog cdsi
groff wird. Um die chromatischen Bildfehler zu bestimmen, wird von Im}pulskoor 1;
naten an Stelle von Masse— und Energiekoordinaten ausgegangen, fia,'smhcdadl%rc
die Differentialgleichungen vereinfachen und auflerdem noch relat1v1§t1sch 1:01vana,n}i;
werden. Sind Losungen fiir die Impulselemente gefunden worden, so kénnen sie durc
cinfache Transformation in Energie- und Massenelemente umgewandelt werden.
i i inate
Wird die Impulskoordin »— 2o )
po . o

eingefiihrt, das Gleichungssystem (72) entwickelt und Werdex.l nur die "m d.er Apprlo-
ximationsordnung notwendigen Terme beriicksichtigt, so ergibt sich fiir die Impuls-

elemente folgendes Gleichungssystem:

T o=

z, = -—ar,

v = —br, (110)
al = hr— h'byr,

b = hayt.

Durch Einsetzen der Losungen der geometrischen Koordinaten und anschlieflendem
Integrieren ergeben sich fiir die Impulsterme der horizontalen Matrix erster Ordnung

folgende Ausdriicke:
1
o = l// hdu = =holi, T,
Co

T c% 2
' ! bo [ [ [ a2 / Wduholuy — ~p0 / hutdu
I
= (fop - i‘211 (111)
= cgho phgco 1a ] T

Analog kénnen alle anderen Elemente bestimmt werden. Zur Umwa,?dlung in Masse
und Energiekoordinaten entwickelt man = mit Hilfe von Gleichung (5) nach g und d.
Die Taylorkoeffizienten 1. Ordnung lauten:

B S
Tg - 2 2+TI 9
Ta = 2(1 2+77)'

Durch Einsetzen dieser Umwandlungsfaktoren kann man schlieflich den gesamten

Streufeldeinflufl voll relativistisch beschreiben.

4.6 Numerische Bestimmung der Streufeldtransfermatrix

Bei der numerischen Bestimmung wird im Streufeldmodell die Transfermatrix in drei
Matrizen zerlegt, wobei nur die zweite Matrix den StreufeldeinfluBl charakterisiert und
die beiden anderen Matrizen diesen EinfluB auf die effektive Feldgrenze projizieren.

Die Vorgehensweise ist weitgehend analog zur Integralmethode. Zuerst ist die
Lage des teilchenoptischen Koordinatensystems zu bestimmen. Auch hier wird da-
von ausgegangen, dafl die Flugbahn des Referenzteilchens weit innerhalb des Magne-
ten unter realem Streufeldeinflufl und im SCOFF Modell iibereinstimmen soll. Hat
im SCOFF Modell das Referenzteilchen die Wegstrecke s, innerhalb des Magneten
zuriickgelegt, so ist die Lage des Koordinatensystems durch folgende Werte festgelegt:

@55 = hasba
X, = L (1 — cos(hgss)),
ko
1
Z% IID e sin(hosg,),, (1}_3)

ho

-Die Lage des Koordinatensystems an der Stelle s, berechnet sich durch numerische
Integration des folgenden Gleichungssystems:

@ = ‘"h(d)a
X' = sin(®), .
Z' = —cos(®). (114)

Die aktuelle Kriimmung ist durch die Engefunktion gegeben:

ho
"~ 1+explao + a;(d/Go) + ax(d/Go)? + ...}

wobei der Abstand d durch Gleichung (83) bestimmt ist. Um die Transfermatrix
bestimmen zu kénnen, bendtigt man zusétzlich zu der aktuellen Krimmung h auch
noch die Entwicklungskoeffizienten von A nach der ionenoptischen Koordinate z und
entlang der Flugrichtung. Diese ergeben sich, indem die Koordinaten X, Z unter Aus-
nutzung von Gleichung (93) durch DA-Vektoren ersetzt werden. Diese DA—Vektoren
beinhalten die Entwicklungskoeffizienten nach z und z. Berechnet man nun h(d) in
der DA-Arithmetik, so ergeben sich automatisch die Entwicklungskoeflizienten. Par-
alleles numerisches Integrieren des Gleichungssystems (72) in DA—Arithmetik und des
Gleichungssystems (78) in reeller Arithmetik liefert somit die zweite Matrix. Durch
Verketten dieser Matrix mit den anderen Matrizen ergibt sich Streufeldmatrix.

A(d) (115)




4.7 Vergleich der analytischen N#herungsformeln mit den
numerischen Ergebnissen

o e e e aws e e mm e v em G e

Beim Vergleich der hier hergeleiteten Formeln der Streufeldmatrix (siehe 11.1)
mit den in [12,13] bestimmten Elementen zeigen sich Unterschiede bei bestimm-
ten Matrixelementen. In erster Ordnung treten unterschiedliche Ergebnisse bei den
krimmungsabhéngigen Termen auf und in héherer Ordnung unterscheiden sich die
Elemente, die von den vertikalen Koordinaten yo und b, abhéngen. Um die Giiltig-
keit der hier hergeleiteten Ausdriicke {iberpriifen zu kdnnen, ist hier das numerische
Verfahren mit Hilfe der Differentialalgebra herangezogen worden. Dazu wurden ein
homogener magnetischer Sektor mit einem Ablenkradius von 1 m untersucht, des-
sen effektive Feldgrenze um 30° geneigt ist und einen Kriimmungsradius von 1 m
besitzt. Zur Beschreibung des Feldabfalls werden die in [45] fiir die magnetischen
Dipole verwendeten Koeffizienten »

~~~~~~ ' ag = 0.3886, a; = 2.4080, a, = —0.8346,
az = 0.1982, a, = 0.0024, a5 = —0.0003

herangezogen. Aus dieser Feldverteilung ergeben sich folgende Gréfen fiir die
benstigten Grundintegrale:

I, =0.30712 G2, I, = 0.20134 G2, I, = —0.10143 G&,
Iy, = —0.09189 G3, I), = 0.10690 G2, I,, = —0.41484 G,
Iy = 0.44840 G3', I = 0.09261, I, = —0.13082 G,
o = 0.19669.

Diein 11.1 aufgelisteten Formeln fiir die Matrixelemente stellen eine N dherungslésung
in Form eines endlichen Polynoms in Gy dar. Um den Fehler dieser Néaherung
iberpriifen zu kénnen, sind in Abbildung 12 einige charakteristische Matrixelemente
..... : in Abhéngigkeit vom halben Polschuhabstand G im Bereich von 0.005 m < Gy <
l B ! ’ ‘ 0.05 m dargestellt. In der ersten Spalte sind jeweils die absoluten Werte aufgetragen,
wobei die durchgezogene Linie die numerischen Ergebnisse darstellt, die gestrichelte
Linie die in dieser Arbeit bestimmten Niherungslésungen kennzeichnet und die durch
Strich-Punkt gekennzeichnete Linie die in [12,13] hergeleiteten Formeln beschreibt.
Es wurden hier nur solche Elemente herangezogen, bei denen die &lteren Arbei-
ten [12,13] unterschiedliche Ergebnisse liefern. Ein entscheidendes Kriterium fiir die
Giltigkeit der in dieser Arbeit gelieferten Formeln ist die Bestimmung der Gréfle des
Fehlerglieds, welches durch Bilden der Differenz zu den numerischen Werten berech-
net wird. Fir die Matrixelemente erster Ordnung mufB sich dieses Fehlerglied wie
ein Polynom dritten Grades in G verhalten, das Fehlerglied fiir ein Matrixelement

001 002 003 004 005

Vergleich der Grofle von reprasentativen Matrixelementen des magnetischen .
Sektors als Funktion des halben Polschuhabstandes Go, wobei alle Langen und die
normierte Flugzeit in m und alle Winkel in rad angegeben sind. In der linken
Spalte sind die Ergebnisse der DA-Integration (durchgezogen), der hier
hergeleiteten Methode (gestrichelt) und der Methode (Strich-Punkt) von [1?,13]
aufgetragen. Die rechte Spalte zeigt die Differenz dieser Matrixelemente z?srlschen
der hier hergeleiteten Methode und der DA-Integration. Go wird im Bereich von

6.005 m < Gg < 0.05 m variiert.




ein Polynom dritten Grades in Gy verhalten, das Fehlerglied fiir ein Matrixelement
entsprechend wie ein Polynom zweiter Ordnung, und fiir die Matrixelemente dritter
Ordnung muf es linear ansteigen. In der zweiten Spalte von Abbildung 12 sind jeweils
die Differenzen zwischen den Werten der hier hergeleiteten Formeln und den numeri-
schen Werten aufgetragen. Die Differenzen der Elemente (4, X) und (4,G) verhal-
ten sich wie Polynome dritter Ordnung, die Werte der Flugzeitelemente (L,YY) und
(L, XYY') weichen quadratisch, bzw. linear ab. Sie sind also in der jeweiligen Appro-
ximationsordnung richtig bestimmt. Die Genauigkeit der Ndherungslésung verringert
sich bei wachsender Ordnung der Matrixelemente jeweils um eine Gré8enordnung von
Gy, so daB dies als ein weiterer Beweis fiir die Richtigkeit der Lésung gedeutet werden
kann. Analog sind alle vorkommenden Matrixelemente auf diese Kriterien untersucht
worden, somit kann von einer Konsistenz der Integralmethode und der numerischen
Integration gesprochen werden.

In den hier hergeleiteten N&herungslosungen sind alle Effekte eines homogenen
magnetischen Sektors mit geneigter und gekriimmter Feldgrenze in der dritten Ap-
proximationsordnung beriicksichtigt und mit Hilfe der numerischen Integration veri-
fiziert worden. Sie stimmen bis auf einige Elemente erster Ordnung mit den in [12,13]
iberein. Die Unterschiede in den Elementen (X, X), (4,X), (4,4), (4,G), (4,G),
(Y,Y), (B,Y) und (B, B) sind vermutlich auf eine fehlerhafte Potentialbeschreibung
der Magnetflufidichte unter Einflufl der Kriimmung der effektiven Feldgrenze zuriick-
zufithren. Zusédtzlich zu den Arbeiten [12,13] sind auch die fiir die Flugzeitmassen-
spektrometern wichtigen Flugzeitelemente bestimmt worden. Zu beachten ist, dafl
in dritter Ordnung das Element (B,YYY) proportional zu Gg' ist und somit bei
verschwindendem Polschuhabstand divergiert.

5 Bestimmung der Streufeldtransfermatrix drit-

ter Ordnung des toroidalen elektrostatischen
Sektors

In diesem Kapitel werden die Streufeldeffekte in der radialen und axialen Richtung ei-
nes toroidalen elektrostatischen Kondensators unter Beriicksichtigung von gekrimm-
ten Feldgrenzen in der dritten Approximationsordnung berechnet und das Ergebnis
in Form einer Transfermatrix dargestellt.

Der Einflul des Streufeldes eines parallelen Kondensators wurde von Wollnik
und Ewald [37] in der Approximation zweiter Ordnung bestimmt und aufbauend auf
diesen Ergebnissen von Wollnik [15] in Form einer Transfermatrix beschrieben. Des
weiteren untersuchte Matsuda [16] den EinfluB auf die radialen Matrixelemente i in
der dritten Approximationsordnung,.

Analog zum homogenen magnetischen Sektor werden die hier erhaltenen Nihe-
rungslésungen mit den durch numerische Integration erhaltenen Werten verglichen.

5.1 Bewegungsgleichungen im nichtrelativistischen Grenz-
fall

Aufgrund der Komplexitst der Differentialgleichungen (4) wird fiir die Bewegungs-
gleichungen im elektrostatischen Feld der nichtrelativistische Grenzfall angenommen.
Diese Vereinfachung ist zuliissig, da elektrostatische Elemente aufgrund von Uber-
schlégen bei zu hohen Spannungen nur bei nichtrelativistischen oder schwach rela-
tivistischen Ionenstrahlen eingesetzt werden kénnen. Bei der hier durchgefiihrten
Herleitung werden die Flugzeitelemente nicht beriicksichtigt. Dadurch ergibt sich
aus (4) folgendes Gleichungssystem:

2 = a(l4g) P (1+d- V)~ %(1 (1+g)™" 1+d~—q5V)“1(a2+52))-%7
y = b(1+g) 7 (1+d—¢V) 3 (1= (149) (1 +d— V) (a2+b2))"%,
”“(“‘9)‘%(”‘1“@’)%(1—(1+g)'1(1+d—¢vrl(aubz))%,

Vo= B,(+9R (1+d=1)H (1-(hg) (Ld—ov)™ (4 1))
(116)




Die auftretenden elektrostatischen Felder E,, E, und das elektrostatische Skalarpo-
tential V, héngen durch die Beziehung

E=-VV, (117)

miteinander zusammen. Das Potential 158t sich nach Gleichung (11) in eine Potenz-
reihe von z und y darstellen:

ztyl
Ve= ZZA@,J'E}:E‘ (118)

Zur Vereinfachung fithrt man ein normiertes Potential ein:

Ve fyf
Vo= - = ZZBi,j%%n (119)

Da beim elektrostatischen Kondensator das Potential so eingestellt wird, dafl die
Beziehung A4, 0/x. = h erfiillt ist, entspricht der Koeflizient B; o genau der aktuellen
Kriimmung h. Weiterhin gilt im nichtrelativistischen Grenzfall die Beziehung ¢ =
2/%e. Unter Ausnutzung dieser Beziehungen kann man das Gleichungssystem bis in
dritter Ordnung entwickeln.

z = a+2hza+ (%hz + ‘%Bz,g) zla+ %a:” + ‘%Bo)g&yz + %abz - %ad—- %ag,
Y = b+2hab+ (3h2+1Byo)2?b+1a%b+ 1By yyb+38° — 1bd — 1by,
a = (=3hR*—Byg)z+ (—3h3 ~3hBygo— %Bg,o) z? — ha®+
—hBgz— %31,2) y® —hd?* + (~§h4 —5h*By0— ‘g‘th,a - %Bz,ﬂz - %;34,0) z°+
““ghz - ‘%th‘o ma2 -+ (—“g‘hzgg’g - ZhBl,z - %th’z - ‘%th,nglz) €L°’y2+
(=312 —1hByo) ob? + hd+ (~2h? ~1By,) gz + (342 + 1By ) da—
iBs,oiczg + %Bs,omzd - %Bi,zyzg + %Bmyzd,
¥ = —Bosy+(—2hBos— Bi;)zy+
—‘thBo,z —2hB; 2~ %th,z - ';‘th,oBo,z) zty — %Bo,zazy'*‘
“%Bn;z2 - %hBo,zz) y? — 3 Bo2yb® — 2 Boyyg+
%Bg,gyd e %Blyg$yg - %Bl,gmydu

(120)
In dieser Reihenentwicklung werden alle Terme, die nur geometrische Koordinaten
enthalten, berticksichtigt. Dagegen sind bei den chromatischen Termen nur diejenigen
aufgelistet, die in der dritten Approximationsordnung einen Beitrag liefern.

5.2 Das elektrostatische Potential im Streufeldbereich des
toroidalen Kondensators

Toroidale Kondensatoren sind vorteilhafter als konventionelle Zylinderkondensatoren,
da sie nicht nur Fokussiereigenschaften in der radialen sondern auch in der axialen
Ebene besitzen. In Abbildung 13 ist der schematische Aufbau eines solchen Konden-
sators dargestellt. Die innere und dufere Elektrode sind durch (2) und (3) gekenn-
zeichnet und mit dem Abstand 2G, (1) voneinander entfernt. Sie besitzen gegensitz-
liches Potential und erzeugen somit eine Aquipotentialebene mit dem Potential 0, die
durch die gestrichelten Linie angedeutet ist. Diese Aquipotentialebene besitzt in der
y-z Ebene einen konstanten Kriimmungsradius R, (4) und senkrecht dazu einen von
der s-Koordinate unabhingigen Kriimmungsradius R, (5). Um Bildfehler zweiter
Ordnung zu kompensieren, kénnen die Elektroden an beiden Enden gekriimmt sein.
Im Hauptfeld ergeben sich fiir die Koeflizienten A;o in der Ablenkebene bis vierter
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Abb. 13: Schematische Darstellung eines toroidalen Kondensators [1].

Ordnung nach Wollnik et al. [46] folgende Werte:
AI,C‘ = E07




Azg = Eghg(—‘l - C) s

t

too = Eohd (242046 =),

Asp = Eohd(—6—5c—5¢"+2c' + 6ec') . (121)
Die GréfBe ho = 1/ R, bedeutet hierbei die Kriimmung der Aquipotentialebene in der
Ablenkebene, die Gréfle ¢ = R,/ R, das Verhaltnis der vertikalen Kriimmung zur ho-
rizontalen und schlieflich ¢’ = d(R,/Ro)/dy die Anderung der vertikalen Kriimmung

an der Stelle y = 0.
Durch diese Koeffizienten lassen sich nach Gleichung (14) alle tibrigen Koeffizien-

ten bis vierter Ordnung bestimmen.

Agp = thocs

+

Ar, = Eoh} (—-c —ct 4+ c’) ,
Azz = Bohy (C +4c* — ¢ — Gcc') .
Aos = Bohi (-3¢ +6ec). (122)

Im Streufeldbereich wird das Potential durch das abfallende Feld E.(0,0,s) entlang
der optischen Achse beschrieben. Im Gegensatz zum Hauptfeld verlaufen die Aqui-
potentialflichen im Streufeld nicht mehr parallel zu den Elektroden, so daf die Glei-
chungen fiir die Potentialkoeflizienten (121) nicht mehr erfiillt werden. Das Potential
muf das Kriimmungsverhalten der Elektroden in der y-z Ebene wiederspiegeln und
dadurch folgende Bedingungen erfiillen:

AI,O = EhOa

Ao,z = Ehqc,

Ay = ER(-c—c+¢),

Aoy = ERS (-3c2+6cc'). (123)

Die restlichen Koeffizienten werden durch die Rekursionsformel nach Gleichung (13)

bestimmt:

Aso = —Aoaz— hAig,
Az = —A'll,o — A1+ hAo:z+ 2h* 41 0,
Agy = —Ag,— Ao — R4y, (124)

A4 o = 2 g,Z + A0,4 + 2;2/A1,2 - 3h2A0’2 e 6h3A1,0 + GhA';I’O + éhiA;‘O ‘"§‘ 2h“A1’0.

(Iin den entwickftlten Bewegungsgleichungen (120) treten aber nicht die Koeffizienten
es elektrostatischen Potentials auf, sondern die auf die elektrische Steifigkeit nor-

mierten Koeffizienten B, .. Fiir diese Koeffizient o '
(123) und (124): ’ zienten ergibt sich aus den Gleichungen

By, = &,
Bos = choh,
Bay = —chgh — A2,
By, = (——c —c? 4 c') hih,
Bgo = —h"+ (c+c?— ) B2+ choh® + 217,
Boy = (=8¢ + 6cc') hih,
By, = —choh” + (302 - 6cc')‘ hih + (c + % — c') hZh?,
Bio = —2choh’ + Thh" +4h™ + (=3c? + bec') hih +
2 (—c =+ ¢) hZh? — 3choh® — 6R. (125)

5.3 Bestimmung der Endkoordinaten unter Annahme einer
geraden Feldgrenze

In den vorherigc‘an Absc'hnitten wurde die Taylorentwicklung der Bewegungsgleichun-
gAen (120) und die .norn:uerte Potentialverteilung im Streufeldbereich (125) hergeleitet.
usgehend von diesen Gleichungen ergibt sich im Streufeldbereich folgendes bis in




dritter Ordnung entwickeltes Differentialgleichungssystem:

z = a+2hza+ (21’7,2 - ‘%Chgh) z2a+1a® + Lchohay® + ab® — tad—3ag,
y = b+2hab+ (22— Lchoh) b+ 3ab+jehohy®b+3h° — 3bd — 3y,
¢ = (=2h?+choh)a+hd+ (—h®+3choh? =3 (c+c”~ o) h3h+1h") 2+
(—h?+3choh) gz + (387 — Lchoh) dz — ha®+ (—choh® + (c + ¢* = ¢)hh)y*~
Bb? 4 (—Sh* 4R choh® + (—c—3c? + ) h3h? + (3¢ — cc') B3t
Lh - lcho) b — 2h)a® + (—2h% + choh) ma’+ '
—2¢choh®+ (%c +2¢%— %c’) hih? + (——%cz + 360’) h3h +%choh") zy’+
—2R?+ Lchoh) xb? + 1h"a?g — }h"a*d,
B = (—choh)y+(—2choh®+(c+c*—¢)hgh)zy+
—2¢choh® + (%c%— 2¢% — :—;c’) hih?+ (-%c2 + 3cc') h3h +~%ch0h”) 2y
' —%choh) a’y+ (—»czhf‘;hz + (%cz - cc’) hgh) y3 + ("‘“%Chqh) yb?.

Aus den Gleichungen wird ersichtlich, daff sie nur noch von den vier Groflen h,ho,c
und ¢’ abhéngen. Das Differentialgleichungssystem hat die in Gleichung (55) darge-
stellte Form und 148t sich daher nach dem in Abschnitt 3.2 angegebenen Iterationsvor-
schrift 16sen. Dazu werden zuerst nur die geometrischen Terme bis zweiter Ordnung
beriicksichtigt und die Endkoordinaten als ein quadratisches Polynom in den geo-
metrischen Anfangskoordinaten in der dritten Approximationsordnung dargestellt.
Ausgehend von dieser Lésung wird dieses quadratische Polynom zu einem Polynom
dritter Ordnung in den geometrischen Koordinaten erweitert. Die Abhingigkeiten
von den chromatischen Koordinaten ergeben sich dann durch einfache Integration.
Durch Tteration der geometrischen Terme zweiter Ordnung ergibt sich fiir x:

Ty = zo( 1+ [f(—2h*+choh)d’s
+ao( 9)+
+zgao( [[h"sd’s + [2hds)
ol [TRY SR+ R [ RIES).

(126)’

Fiir die horizontale Impulskomponente a folgt:

azy = zo(  J(—2h*+choh)ds
+ao( 14 f(—2h*+ choh)sds)
+z2( —;jflllz”ds + 2 [(=2h% 4 choh) [ f B/ d3s+
2
i leffés()—_Zh +choh)d®s +Scho [ hPds — 1 (c+ 2 —¢') hi [ hds)
+af( —31[h"s’ds — [hds)
+y5( —chofh2ds+(c+c?—c')h [ hds)
+8( — [hds)
+a3( 1R RVds)
+zdao( fR"[[h'sd® +2[R" [ hd2s+
3SR"s[[h"d% — [h[R"d%s).
Die Lésungen in d i i i ich ei e
y g er vertikalen Richtung sind wesentlich einfacher, so ergibt sich fiir

ny = y()( 1~ Chg ff hd23)
+bo( ) 129
+b35( — [ hds) S
und analog fiir die Koordinate b:
bgf = yo( '—'Chg‘fhd%‘)
+bo( 1 — chg [ hsds) (130)

+zoyo(  —2¢cho [ B2ds + (c + c? — ¢') b2 f hds).

Dv.r”ch 'die quadra‘;cischen Terme in Gleichung (126) werden die Endkoordinaten
zusétzlich von lfublschen Ausdriicken in den Anfangskoordinaten beeinfluBt. Somit
werden Abha,nglgkeitep dritter Ordnung erzeugt:

Ty = a@d( 3SR+ [ R,
a3,y = z3( 3 S hds) (131)
+afao( [B"[[h"sd% +2 [ h" [ hd®s + 1 [ h's [ hd% — [ hR'ds).




Beriicksichtigt man die dritten Ordnungsterme in Gleichung (126), so miissen fol-
gende Terme hinzugefiigt werden:

oy = 23( L [fRh"d’%s - S [[h*d%s — Scho [ [ 1'd’%)
2 1 F 1"
‘%‘»"30%( 2Choj;th di)’ 2 1 R/'ds
a3, = 23( L [hh'ds — 2 [hPds — jcho [ h'ds)
» Y h'%sds — chg [ h'sds) (132)
+z2ag( 3 Jh"hsds — [2h""sds — cho

+zoya( 3cho [ h"ds)
+€Boyobo( cho f h”sds)
aoud( Lcho [ hsd).

Fiir die vertikalen Komponenten folgt:

vy = whve( LehoJJh'd%),

bi; =  @4yo( jcho[hds) (133)

+22bo( 3cho [ h"sds)
+zoagyol cho S h"sds).

7um SchluB miissen noch die chromatischen Terme beriicksichtigt Werd.en. In dieser
Approximation ergeben sich nur Terme in der radialen Komponente, die aufbauend
auf den obigen Ergebnissen bestimmt werden kénnen:

Tgdp = dof ffhdzs)
+zido( —3 [[R"d%s),
aga; = do( [ hds) (134)

+$ogo( - f hzds)
+€Cogo( 3/ hzdg)
+zgagde( — [ h''sds).

Durch Addition aller Integrale ergibt sich eine Naherung in der dritten Approxima-
tionsordnung unter Annahme einer geraden Feldgrenze.

5.4 EinfluBl einer gekriimmten Feldgrenze auf die Streufeld-
matrix

Im vorherigen Kapitel sind Effekte untersucht worden, die durch den konticnuleﬂ;-
chen Feldanstieg oder —abfall im Streufeldbereich hervorgerufin Werden:, Dlesc? Ef-
fekte produzieren unerwiinschte Bildfehler. Streufeldeffekte kénnen geziehlt ‘emhge»
setzt werden, um diese Bildfehler zu korrigieren. Im Gegensatz zum magnetischen

Sektor, bei dem geneigte und gekriimmte Feldgrenzen eingesetzt werden, um Fokus-
siereigenschaften des Magneten zu veréindern, wird beim elektrostatischen Konden-
sator nur die Kriimmung der Feldgrenze variiert. Dadurch kénnen Korrekturen von
Bildfehlern zweiter Ordnung durchgefiihrt werden. Die Kriimmung der Feldgrenze

Y

Abb. 14: Gekriimmte Feldgrenze des elektrostatischen Sektors.

(siche Abb. 14) verursacht eine Anderung der Potentialverteilung im Streufeldbe-
reich. Befindet sich ein Teilchen an der Stelle Zp, Yp, so ist der Abstand des Teilchens
von der effektiven Feldgrenze gegeben durch:

d=1/Yp +(Zp — Ry) — Ry, (135)

wobei R, der Kriimmungsradius der Feldgrenze ist. Wird die Kriimmung p = 1/ R,
der effektiven Feldgrenze eingefiihrt und d bis zweiter Ordnung entwickelt, so ergibt

sich: .
d:Zp_Eng-*-... (136)

Die vertikalen Koeflizienten transformieren sich dann zu:

Al,zp = Al,z - pAO‘lhls
A() 4 A0,4 - 3PCAQ’1h0hI. R (137)

#p

Der Index p steht fiir die Potentialverteilung bei gekriimmter Feldgrenze. Aus den

Gleichungen (119) und (124) ergeben sich fiir die normierten Koeffizienten folgende
Werte:

-B12

“p

Bl’z — phgh',

BQ,4 = B0,4 _ SpChghl,

3




Bs,ap = Bs,o*f‘PhchI,

Bg,gp - Bgyg -+ phohhl “+ 3pchgh',

BOAP = 36’4 — zphghh’ — 3,06}2,3]7,, (138)

Einsetzen dieser modifizierten Potentiale in Gleichung (120) und anschliefende suk-
zessive Approximation fithrt zu folgenden Korrekturen:

= mg( -—%pfhds),
= z( '%Phth'ds)
+ya( 3pho [ h'ds)
+a3( —pho J hR!ds + Lpch? { B'ds)
taoyi( Epho J hivds — Spchi [ 1)
+93§90( ;iphofh'ds)
+a2do( Lpho [ h'ds)
+ydg0( 3pho S B'ds) (139)
+yddo( —5pho [ Hds),
b,, = zovo( pho [ H'ds)
+z2yo( —%phofhh'ds + %pchgfh'aﬁs)
+y5( 3phG SR ds)
+zoyogo( %Phofh'ds)
+zoYodo( “%Phofhids)=

mpf
a,,f

Addiert man diese Korrekturen zu den in Abschnitt 5.3 erhaltenen Losungen, werden
die Streufeldeffekte unter Einbeziehung der gekriimmten Feldgrenze in der dritten
Approximationsordnung vollstindig beschrieben. Um den Streufeldeinflul auf die
effektive Feldgrenze zu transformieren, miissen analog zum magnetischen Sektor alle
auftretenden Integrale in Grundintegrale umgewandelt (siehe Anhang 10.2 ) und alle
Terme aufsummiert werden. Die Transfermatrizen fiir den Eintritt und Austritt sind

in Anhang 11.2 aufgelistet.

5.5 Bestimmung der Transfermatrix durch numerische Inte-
gration und Vergleich mit der Integralmethode

Die Berechnung der Streufeldmatrix durch numerische Integration ist analog zum
magnetischen Sektor durchzufiihren. Hierbei ist der Abstand d durch Gleichung
(135) und das Differentialgleichungssystem zur Bestimmung der Transfermatrix durch
Gleichung (116) gegeben. Um einen Vergleich der beiden Methoden durchfithren zu
kénnen, wurde ein toroidaler Kondensator mit ¢ = 0.5 und einem Ablenkradius von
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1 m angenommen, wobei der Kriimmungsradius der effektiven Feldgrenze 1 m (p=1)
betrug. Wie beim magnetischen Sektor ist der halbe Elektrodenabstand im Bereich
von 0.005 m < Gy < 0.05 m variiert worden. Zur Beschreibung des Potentialabfalls

wurden ebenso die Koeflizienten

g = 0.3886, a; = 2.4080, a = —0.8346,
a5 = 0.1982, a4 = 0.0024, as = —0.0003

herangezogen. Aus diesen Koeffizienten errechnen sich folgende Werte fiir die zur
Bestimmung der Transfermatrix benédtigten Grundintegrale:

I, = 030712 G2, I, = 020134 G}, I, = —0.41484 Gy,
Iy = —0.57909 Go, Iy = 0.44840 G5*, I = 0.09261.

In Abbildung 15 sind die Ergebnisse von [16] (hell gestrichelt) und der hier be-
stimmten Matrix (dunkel gestrichelt) mit den numerischen Werten (schwarz durchge-
zogen) gegeniibergestellt. In [16] wurden schon einige Streufeldeffekte in der Transfer-
matrix des Hauptfeldes beriicksichtigt, so daf die Transfermatrix aus [16] modifiziert
werden mufite, um einen Vergleich zu erméglichen. Beim Vergleich der angepafiten
Transfermatrix mit der hier bestimmten Matrix ergeben sich immer noch Unstimmig-
keiten bei einigen Elementen, so z. B. (A,X)7(A7XX),(A,XXX) und (4,XXA4).
In Abbildung 15 sind in der linken Spalte die Werte dieser Matrixelemente aufgetra-
gen. Analog zum magnetischen Sektor beschreibt die durchgezogene Linie die Werte
der numerischen Integration, die gestrichelte Linie die Werte der hier hergeleiteten
Approximation und die durch Strich—Punkt gekennzeichnete Linie die Werte aus der
in [16] bestimmten Matrix. Zur Uberpritfung der in dieser Arbeit durchgefithrten
Niherung sind in der rechten Spalte wiederum die Differenzen dieser Matrixelemente
zu den numerischen Werten aufgetragen worden. Ebenso wie beim magnetischen Sek-
tor stimmen die Niherungsldsungen in der geforderten Approximationsordnung mit
den numerischen Ergebnissen iiberein. Zu beachten ist, daB das Element (4, XXX )

divergiert, sobald der Elektrodenabstand gegen null geht.

6 Streufeldmatrix fiinfter Ordnung des magneti-
schen Quadrupols

%;?Cir;po}lé{ns;n sinfd wichtige ionenoptische Elemente zur Fokussierung geladener
- Die Transfermatrix des Hauptfeldes von Quadrupolli is fii
nung ist durch Berz und Wollnik [5] beschri P o O
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“bhiagen. us divergieren und explizit von der Streufeldverteﬂung

6.1 En‘twick;iung der Bewegungsgleichungen im Streufeld des
magnetischen Quadrupols

I . .

I:{iﬁl;laﬂe des ;nagnehsc;hen Quadrupols liegt eine gerade optische Achse vor, so daf die
mung h verschwindet und sich Gleichung (72) unter Ausnutzung der,Bez” h

T = (p — po)/po vereinfacht zu : R

1
2

g = a(l+7)" (1_(1+T)-2 (a2+62))~ ,

y o= b(147) 7 (1= (147)7 a2+bz))“%,
1

Vo= 2= () (@4 6)) 7
-

ro_ 1 -1 3
a = —)E—u(b(]_—{—‘r) Bz(l—(l ‘T’) 2(a2+b2)> 2__,By>s

m

 — _L(_ (1 -1 -2 -3
- (ma(l+7) B.(1-(1+7) (a* + %)) 2+Bm). (140)

m

glmﬁ S}eh Diﬁ“ere'ntialgleichung weiter behandeln zu kénnen, muf die magnetische
ufldichte best1@t Werd'en. Im Hauptfeld des Quadrupols existiert zu den Kom
ponenten der Flufldichte ein skalares magnetisches Potential der Form: -

Vo,. = —
Qm gzy, (141)




wobei g der Feldgradient in T'/m ist. Im Streufeldbereich treten wegen der Laplace—
Gleichung nach Gleichung (19) fir das Potential zusitzliche Terme auf. Um die
Differentialgleichung bis fiinfter Ordnung entwickeln zu kénnen, wird das Potential

bis sechster Ordnung bendtigt:

1 1
Vo, = —gzy + '1‘59” (msy + :cy3) _ :5;8_25;"“ (msy + 2$3y3 + mys) 5 (142)

wobei diese Potentialverteilung gute Ubereinstimmung mit experimentell gemessenen
Werten [47] zeigt. Somit lauten die Komponenten der magnetischen Flufidichte:

2 3 5m4y $3y3 y5
B, = _on{TY Y i
9y 9(4+12 +9"\ 354 T 5a T 384)°

2 2y e A
B _ o 1 e A Hey
v T 9878 (12+ 4 >+9 (384+ 64 ' 384 )’

3 3
B, = gzy—g" (%—23- + %) . (143)

Werden die Komponenten der FluBdichten in die Gleichungen (140) eingesetzt und
bis fiinfter Ordnung entwickelt, so ergeben sich fiir die Koordinaten in der radialen

Richtung mit k = g/Xm!
2 = a-—ar+ %a?’ + %ab2 +ar? — %a"’*r — %asz — ar® 4 ar?
+3a%7% + 3ab?r? + 2a® + a0 + 2 ab®,
o = —ka+ik"zy’ + 5k + Kayb k'zybr (144)
1 1 1 1
__{ik/llw3yb — Ek”lmysb — _g_gak””ms o gzIc””:cgyz '

— S ket 4 Theyath + 1k'zyb® + k'zybr?.

Analog kann man auch die Differentialgleichungen fiir die Koordinaten in der verti-
kalen Richtung entwickeln. Da sie aber mit den horizontalen Differentialgleichungen
ibereinstimmen, indem k durch —k ersetzt wird, kann folgende Herleitung ohne

Schwierigkeiten iibertragen werden.

6.2 Nizherungslésung der Bewegungsgleichungen fiir den
magnetischen Quadrupol

Die Teilchenbahn kann durch sukzessive Approximation naherungsweise gelost wer-
den. Das Qleichungssystem (144) besitzt die Form des Gleichungssystems (55). Um

?{Zg;osunf Gin finfter Ordnung zu erhalten, werden die Terme in den Gleichungen
nach ihren Ordnungen eingeteilt und die impulsabhingigen Terme gesondger‘t

° S 'y 9

z4 a,

a, = —kz,

z, = Ly 2

g = §a -+ 5&6 ,

a, = 1k" 2 Lo 3 !

3 = yRry +i‘§k-’73 + k'zyb,
mg = ()7
a = _ik”/ 3ub 1 n.__ 3 1 i

5 10 z°Yyo — Ek zy b— Egzk/mms . ___k/mmsyz

__S_k”” 4 1 ' 2 1 P o4
384" oY T gkeya’b+ Shayb,
z, —ar + a7?,
a = —k'zyb B 2
yor + k'zybre. (145)

fﬁsIl ;snd gn den'Glel'chungen (144) nur die Terme beriicksichtigt worden, die in der
o en Approximationsordnung einen Beitrag liefern. Werden die ersten 't:ieiden Glei-
ungen von (145) durch Iteration geldst, so ergibt sich bis vierter Ordnung:

Ty = a:o—t—aos——:L'o//kdzs—ag//ksd23+m0//k/fkd4s,
ay; = ao~—:130/kds——aofksds+$0/k//kd33+aofk//ksd3s. (146)

It1n‘setzenbc{i_le:ser .Losung in die Gleichungen drei und vier von (145) und schrittweises
erieren bis zweiter Ordnung liefert fiir die z—Koordinate folgendes Ergebnis:




2y = 23( & [[k'd% — L [f k" [[kdls — 5 [k [[R"d%)
+ cdao( 1S [ k"sdls)
+«’ang( 1ffk” 2%, ffkdz)
+ zoyg( 1ffk”d2 1ffk°"’ffkd s+ 3[R ] kds—

LSk pfhrds + [0 J kds)
111 kisd’s + [ Kds)
3 JJ kd’s)

lffk/i 2d28+ffk'5d2
i t [ ks 2d2% + [ [ k'sd% + [[ kd%).

+ @oyobo( (147)
-+ Q‘;’ob (
+ aoya(

+ aoYabo(

1ffk"sd )

Analog folgt fiir die Impulskoordinate a:

G,3f = LEg(

+ 3 ao(

fgfk”ds—ifk”ffkds L[k [fR"d)

L[ k"sds — 1fk"ffksd3-

1fkffk”sd3 1fk"sffkd )

1fk"d9 1fk”ffkd33+ fkuffkds__
‘fkffk”d + [ [ kd’s)

1fk"sds+ [E" [ [ksd® -t»fk’ds«—fk’sfkdzs-{-
fk’fksdz —fkffk’d3 LIk [ E"d%s)

1fk" 2d3+fk'3d9)

1fk”scls LIk [f ksd®s + 3 [ ks [ kd%s+
fk’.sfkdz 1flcffk”sd3)

%fk”szclﬂ—fk'sds)
L[ k"s3ds — 1 [ ksds)
1Tk ds + [ k's?ds —
11 k"s%ds).

+ moyé(

+ @oYobo(

148)
-+ mobé( ( )
+ aoyg(

+ aoYobo(
+ %(

+ agb (
+ 530“/0(

1 Jhsd)

Durch die Nichtlinearitit der dritten Ordnung treten auch Terme in der fiinften
Ordnung auf. So ergeben sich folgende Naherungen in der z—Koordinate:

Tog = z5(

48 ff k"kd’ )

+zgag( 3 ff k"d’%)
+ago( —u3 JS R"kd%s — 1 [ [ k™ d%s)
+23b5( o ff k"d%)
+zdagyobo( —1 [/ k"d%) (149)
+z0agys( §f [ K"d’%)
+zoya( ‘fs'ff k"kd% — 1 LIS k"% d% )
+2oygbs( 3 ff k"d’%)
+aoygbo( —35 [ [ k"d%).
Fir a ergibt sich:
Ty = zo( 35 k"kds)
+w§ag( = f k'ksds + & [ k" [ [ k"sd%)
Toova( —y [ kkds — 1 fk'zde)
+25y0bo(  —35 [ k"ksds + LR fhd%s — 1 [ k'hds—
: K — L Pk Rsds)
+o2ad( 1 [ k"sds)
+ziaoyd( ;“é‘ f,k” Ik sd% — 1 [ k" [ kd% — 1 [h2sds—
3 J R [K"sd% — [ k'kds)
Mg e S L (150)
+Z0agyobo( ifk'”sds)
+eoyg( % s [ k'kds — X f}c’zdg)
+aoyabo( 3 [ k" [ kd’s i L [ K'ksds + 1 [ Klkds—
lszlz __lfki ks d? )
+zoyobs( 3 S k"sds)
+agya( %fk"'sds')
+aoys( E LK [[k"sd®% — L [k 12
+aoyobc2)( éef k"sisg. 24 [ #kods 12 Tk Sds)




Tteration der Terme fiinfter Ordnung liefert fiir z:

a:sw = 33(5}(

+3339»0(
‘3“3’30%
+:c0y§(

+moy0b0(
+z3b5(
+zdaoye( —
+m§agyobo(
+zoadyld(
+zoya(

+z0ygbo(
+zoyebs( —

+aoys( —
+ao¥g o

“5%2 SR d%s + 52 [ [ kd%s+

384 ffkff kmfdés)
f.,[ kzmsd )
5 ffkmi zd )
.Y ff kmfkds - ff lc’“'dzs + ffk?””ff k‘d‘lﬁ-{“

64ffkffklmd )

—3 S k"ad’s — 5 k")
”_ ff lc"'sdz 1 ff kml 2d2 )
3 ff k'de ) (151)
1 ff k”’sdz ff klllisz dzs)
_% ff kuusde )
ff L 2 — ff k" ff kd%+
384 PR Fh L d%
384”1@1"{2: d's — 35 [ B [ kd's)
_______ ff k" sd?s — 1 ff LM% )
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5 ff k”"sd )
gﬁffk"” s2d2 _____ffk”’gdz )

Analog folgt fiir a:

U554 = 3(5)(
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3g4fk”” ds+ fk“”sffkd o+ 3g4fk11/1ffksd33+
i ] £ S Rsds)

192 kg 2d§.)
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mfk’”fksdz ——1fk"'sfkd2.s+12fkffk’"d )

fk”” 2ds lfk”'sds)
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Fir die Losung in Impulskoordinaten ergibt sich fur z:

2’;’.,»3: = $QT’0( ff kdzs)
tagro( 2 [[ ksd’s)
+aord( s)
taord( — [[kd’s) .
+z37o( ——1-1-25 [ E"d%
+z2a0o( —3JJ k:sczizs) (153)
+zoydTo( *'% Sk dzs)
+zoyoboro( — [SK"sd 2-— [ kds)
+%y§7’o( "‘%} I knid s)
Ladnd( L ISR
+zoyiTo( 3 [ k"d%).
Ebenso folgt fiir a:
Gry = zoro( — [k [ ksd?)
+a07'0( f’ﬂSdS) )
+agré( — [ ksds
+z570( -115 [k [fk"d% + -14 JE"[S kd3)
+zlagro( —1 [k"sds)
+wzy§TZ£ %}kff k'd% — 1 [ k" [[kds — [ k' [ kd) 154)
+zoyoboto( — [K'ds — % [ k"sds) (
+aoygo( "71; [ k"sds)
+$obg7'0( —-fk,SdS)
+aoyoboto( — [ k'sds)
+zlagrd( % [k"sds)
+z0y0boTg ( %fk”,sdg)
aodrd( LI Ksds). N
Die vollstindige Losung ergibt sich durch Addition der einzelrfx;xli Tern;iii M;; g{fz
3 i feldeffekte auf die effekta
i 10.3 aufgelisteten Integrale lassen sich Streu . e effekti
%:ic;grf;}za’iinsformieien. Die Fintritts— und Austrittsstreufeldmatrizen sind jeweils

in Anhang 11.3 dargestellt.

6.3 Vergleich zwischen aumerischer Integration und den
N#herungsformeln
Um einen Vergleich zwischen den Ergebnissen der numerischen Integration und Inte-

ralmethode durchfithren zu kdnnen, ist ein stigmatisch fokussierendes Quadrupol-
iuadruplett das in Ref. [48] als Demonstrationsbeispiel benutzt wurde, herangezogen
K

worden. Fir die Feldverteilung des Gradienten im Streufeldbereich des Quadrupol-
magneten wurden die in Ref. [45] verwendeten Koeffizienten benutzt:

ao = 0.296471, a; = 2.266609, a; = —0.567746, (155)
az = 0.133578, a, = —0.002274, a5 = 0.000696.

Aus dieser Feldverteilung ergeben sich folgende Gréflen fiir die Integrale:

Lo =0.32168 G3, I, =0.23267 G2, I, = —0.08797 GS,

I; = 0.12818 G3, I, = —0.43282 Gy, I5 = 0.40798 G5, (156)
I = 0.07112, Iy = —0.07112, Iy, = 0.05174 G,

Ly = 0.03565 G2.
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Abb. 16: Vergleich der Gréfle von reprisentativen Matrixelementen des magnetischen
Quadrupols als Funktion des Aperturradiusses G, wobei alle Langen in m und
alle Winkel in rad angegeben sind. Es sind die Ergebnisse der DA-Integration
(durchgezogen), der hier berechneten Matrix (gestrichelt) und der Matrix aus Ref.

[17](Strich-Punkt) aufgetragen. G wird im Bereich von 0.005 m <Gg<0.05m
variiert.

Um den EinfluBl der Streufeldverteilung zu analysieren, wurde die Transfermatrix
des Eintrittsstreufeldes vom magnetischen Quadrupol berechnet. In Abbildung




Matrixelemente
DA-Integration | Ergebnisse dieser Arbeit | Ergebnisse aus [17]

(X,X) 9.860360E-01 9.860379E-01 9.858693E-01
(A,X) -4.872697E-03 -4.946890E-03 -4.946890E-03
(X, XXX) 1.348298E+00 1.342328E+-00 1.464265E4-00
(AXXX) | 2.073417E-+00 2.927194E+00 2.227194E+00
(X,XXXXX) | 8.701065E+00 1.044888E+01 0.000000E+-00
(A XXXXX) -6.403380E4-01 -9.184756E4-01 0.000000E4-00

Tabelle 1: Werte einiger représentativer Matrixelemente des magnetischen Quadrupols an
der Stelle G = 0.05 m. Alle Lingen sind in m und alle Winkel in rad angegeben.

6.3 ist die Variation einiger reprasentativer erster, dritter und fiinfter Ordnungs-
clemente der Streufeldtransfermatrix dargestellt. Der Aperturradius wurde von
0.005 m < Gy < 0.05 m bei einer konstanten Feldstirke von 1.6 T'/m variert und
es wurde ein einfach geladenes Teilchen mit der Masse mo = 4 m, und der Ener-
gie Ko = 100 keV benutzt. Die ersten Ordnungselemente in Abbildung 6.3 zeigen
keinen signifikanten Unterschied. Aus Tabelle 1 ist jedoch ersichtlich, da das Ele-
ment (X, X) aufgrund der héheren effektiven Approximationsordnung im Vergleich
zu Ref. [17] genauer approximiert wird. In der hier berechneten Niherung zeigt
das Element (X, X X X)) ebenso eine bessere Ubereinstimmung. Die Elemente (4, X)
und (A, XX X) besitzen in beiden N#herungsverfahren die gleichen Werte, da keine
zusitzlichen Integrale auftreten. Bei der Berechnung der Matrixelemente fiinfter Ord-
nung sind nur Terme bis nullter Ordnung in G beriicksichtigt worden, so dafl groflere
Differenzen zwischen der analytischen Naherung und den korrekt berechneten Ergeb-
nissen auftreten. Verkleinert man aber Gq, so veringern sich die Unterschiede deut-
lich. Im Gegensatz zu den Matrixelementen der Dipole treten erst in fiinfter Ordnung
divergierende Elemente bei verschwindendem G, auf. Beim Element (4, X XXX X)
erkennt man die iibereinstimmende Beschreibung dieser Eigenschaft durch die Inte-
gralmethode. Die Differenz zwischen den Werten aus der numerischen Integration
und der approximativen Naherung fir Go = 0.05 m ist durch einen grofien Term
von erster Ordnung in Go bedingt. In dieser approximativen Naherung ist das Ele-
ment (X, XXX XX) zwar unabhéngig von dem Aperturradius, hingt aber von der
detaillierten Form der Feldverteilung ab. In Abbildung 6.3 ist ersichtlich, dafl dies

bei kleinem Gy gut erfiillt ist.
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7 Streufeldmatrix fiir das Streufeld des elektro-
statischen Quadrupols

{);eh;B;rechnung der Streu‘feldmatrix des elektrostatischen Quadrupols vollzieht sich
:, n :; zx;l d;;r des mfagnetlschen. Im Gegensatz zum magnetischen Fall ist die Herlei
ung der Niherungs 1 i i ivisti %
bung de gsiormeln nur fiir den nichtrelativistischen Grenzfall durchgefiihrt

Analog zum magnetischen Quadrupol sind die dominierenden Matrixelemente

dritter Ordnung unabhingi
gig vom Streufeldverlauf [1 ; . .
Charakter in der fiinften Ordnung. rlauf [17], zeigen aber divergierenden

7.1 Entwicklung der Bewegungsgleichungen im Streufeld des
elektrostatischen Quadrupols

Idm F;l;: dlzs flektrosta,tischen Quadrupols liegt eine gerade optische Achse vor, wo-
urch die Kriimmung A verschwindet. Im nichtrelativistischen Grenzfall vereinfajchen

sich die Bewegungsgleich ticksichti
sic gungsgleichungen (4) ohne Beriicksichtigung der Flugzeitkoordinate I

(M0

2 = a(l+9) T (1+d-¢V)F (1-(1+9) 7 (1 +d—¢V)™ (a® +5%))"

y = a1<1+g)‘% (L+d=gV) 3 (1= (1+9) (1 +d—¢V) ™ (2 + 7))
¢ = B+ 9P (1+d=¢V)H (1—(1+9) (1 +d—gV)™ (a2 + 22
+ b°

5

e

)7
)

¥ o= ‘—I—Ey(1+g)%(1+d—¢V)'%<1— 1+4g)7" — V) (a?
» (1+9)7(1+d=¢V)" (a

e

3

(157)

Um d.ie' Differentialgleichung weiter behandeln zu kénnen, miissen &hnlich wie beim
m.agnetlschen Quadrupol das elektrische Potential und die elektrischen Felder be-
stimmt werden. Im Hauptfeld des elektrischen Quadrupols lautet das Potential:

1
Vo. =39 (932 - yz) ; (158)

;voblel —-g df:i‘ Feldgradient. in V/m? ist. Im Streufeldbereich treten wegen der
ap ace-C%lem%zung nach Gleichung (19) fir das Potential zusatzliche Terme auf. Da-
durch ergibt sich fiir das Potential bis sechster Ordnung: .




qu _ %9’ (xz _ yz) _ _é%gf: (334 _ yé) + ?]éggun <$6 + $4y2 _ mzyé . y6) ) (159)

Durch Bilden der Ableitungen folgt fiir die elektrischen Felderin z— und y—Richtung:

1 23 33‘33/2 :13y4
E@ _ o3 _ .
grrgge 9 (128 702 " 384

1 $4y 3323}3 ys
E — i |- B [ . . .
v T 9YTgIY TS (384 102 128

(160)

Setzt man nun die Felder und das Potential in die Gleichungen (157) und entwickelt
bis fiinfter Ordnung, so ergeben sich fiir die Koordinaten in der radialen Richtung

mit k = g/x. und ¢ = 2/Xe.
z = a4+ %xzak + %a?’ - %ayzk + %abz — 312224ak” + ﬁ&y‘*k"——

lag — jad + 2ag® + agd + 2ad?,

—ak + o (3" — 1k?) — Jza’k + Joy?h® — jub'ht

8 (‘"'1_155’%”" + ;gknk) + _iliwsa’zku + msyz ('—E}éﬁkml - iliknk) +

E1_§$3b2k.l/ + myé (':}%nglm _ _zlak//k) _

tzgk + tzdk + tzg’k + tzgdk — 2zd’k + z3g ('il'ik” - %kz) + oygk?+

3d (—“—%ik” + %kz) _ %myzdkz _ Zlgmagzku _ 51223397(1]6" _ ilémsdzkn.
(161)

Fs wurden hier nur die Terme beriicksichtigt, die in der fiinften Approximations-

ordnung einen Beitrag fiir die Streufeldmatrix liefern. Analog kann man auch die

Differentialgleichungen fiir die Koordinaten in der vertikalen Richtung entwickeln.

Da sie aber mit den horizontalen Differentialgleichungen iibereinstimmen, indem &

durch —k ersetzt wird, kann folgende Herleitung ohne Schwierigkeiten {ibertragen

werden.

7.2 Niherungslésung der Bewegungsgleichungen fiir den
elektrostatischen Quadrupol

Zur Bestimmung der Teilchenbahn beim Durchgang durch das Streufeld wird wie im

Falle des magnetischen Quadrupols vorgegangen. Zuerst werden nur die geometri-
schen Terme behandelt, wobei zunéchst nur die linearen Terme beriicksichtigt werden

78

:}z}i el?je; Los;?g der Diﬂ&er;entialgleichung in der vierten Iterationsordnung berechnet

- Diese Losung wird dann dazu benutzt, um die T. dri

: : tter Ordnung in d

zweiten Iterationsordnung zu besti hlicBlich werden n Losung
mmen. Schliefilich werden mit Hilfe d 5

erster Ordnung die Terme fiinfter O o o
rdnung berechnet. Aufbauend auf d

) infte . en erhaltene
Ergebnissen werden noch die Lésungen fiir die chromatischen Terme ermittelt ’

Die linearen Abhingigkei .
gigkeiten der E
schen Quadrupols: g r Endkoordinaten entsprechen denen des magneti-

Ty = a:g+a,gs—mof/kdzs——ag//ksd23+a:0//k/fkd4s,
a; = ao—wofkds—agfksd9+x0/k//kd3s+a0/k//ksaf3s., (162)

Durch Einsetzen der obigen L& : .
dritter Ordnung: g sung und anschheﬁendem Iterieren ergibt sich fiir = i‘n

T = z3( G SR — LT [[hd's — L [[k2d%—
SITR I RS — 1 [k [ kd%)
T ﬁgag( % JIR"sd + 3 [ kds)
+zoag( 5[ k"s*d% — L [[kd?% + [keds — 2 "
+ool( L[ kdk + 11k [ kd’) g  JIRd%) (163)
+zobj( —3 [Skd%s — L [[kd%)
+ aoy5( ““‘12‘ [ kds)
+aoyobo(  — [ksds + [ kd’s).

Analog folgt fiir die Impulskoordinate a:

azy = 23( L (k'"ds— 1 g 3, 1 ,
R O Pt T L
0% 2”5 s J Bisds + [k fkd® — 1 [ K" [ [ ksd3s—
J"s [ [kd%s =5 [k [ [K"sd’ 3 [ [ kd?
2 1 2 2 s)
+zoag( 5 [k"s’ds — 1 [ kds)
+ zoya( % S k*ds)
+ Toyobo( [ k*sds — [k [ kd%s) (164)
-+ :Eobg( -——% J kds)
+ ad( éfk”s%%s — [ksds)
+aoys( 5 S RPsd’s + 1 [k [ kd%)
+ aghi( — [ ksds).
Durch die Nichtlinearitét der dritten Ordnung treten auch Terme in der finften Ord-

;u;g auf, die sogar zu divergenten Ausdriicken bei verschwindendem Aperturradius
ihren. So ergeben sich folgende Naherungen fiir die z—Koordinate:




23 L[Sk kd%s + 5 [ k'hds)

Ts,; =
+azgag( Y adl k'"d’s)
+adys( —1; J k'kds) (165)
Valt( & 1T k)
~+aoybo( °1 2 [ K"d’s).
Fiir a ergibt sich:
a5y = z5( ~11—2= J k"kds)
tabao( LR [I RIS + 1 [B" [hds + 3 [ ksds — § [ kk'ds)
+agap( 3 [ k"sdv) (166)
+agaoys( —3 S k" [ kd’s)
+z2agb?( fk”sds)

+20Yabo( %f kk'ds).

Tteration der Terme fiinfter Ordnung liefert fir :

Togy ~— mg(

+933ae(
+zdal
+w3y§(

+25Yobo(
+22b(
+zdaoys( —
+z2aoYobo(
+zoadys(
+zoys( —

+ToYo bc(
+ZoYs bz(

+aoya(
+aoygbo(

Die Losung fiir a lautet:

128 J‘f kiﬂld + 128 ff kl”[llffzkd )
128ffkffk"”d‘*s+ [ R'Rd?s + L [ R [ kd%s)

ffkm/sdz — 1 fk"ds)
ffk”” 2 42 + ffk"dz 1 fk”sds)
192 ff k""d2$ + = ff L ff kd4s+
1922ffkf-£”km;d4 = ff k”kdz )
—.i?é ff kmlszl Z) 1 " 32
v-l—g-iffk std%s + <5 [[ K"d’%)
=[] k" sd%s) (167)
192 ff kllfl 2d2 ) ’
_____ ffk”" 2d2 )
1 fk'"kdzs + _fo km/dzs 4+ 384 ff k:"”ffkd4 .
38 ffkffk”"d4 4fk”fkd2)
ffk’"'sd )
384 ff killl Zd )
ffk””sd +24ffk”ds)
384 f.f kml 2d23 + ff k/lsdz )

a’55j = $g(

‘I"Z:ga,g(

+€Cga§(
+aiys( —

+mgyobo(

+mgb§(
+z %(
“‘%%yo(

+zdaoyobo( —
+ziaghl( —
+:60agyg(
+Z0agyobo(
+zoys( —

+€ongbo(

+w0ygbg(
2
agys( -

+aoyo(

+a0y0 bo(
+aoy0 b2 (

_ééfkm/dg + 5 fktmff kd33+
128 J" k ff k”"d + f k"kd&)

12f8 : ?fkdsz 5+f T b B L [k
%2} k"f kd’s + fk [ k"d%)

123 »”"m, 2ds + 12 JK"ds)
192 JE"ds + 155 [ K™ [ [ kd%+
b ks = 3 | Kd)
k 3,(,13 3 flk,mffkc‘id'gs‘f'48fk”“3ffkd33+
QGfkffkf/kj 22;1 - fkk;sksds—f— L[k [ kd%)
" + "
192 L g3 s + lszk"sds))
128fkm/3dg+ flc”" ksd?
19jkffk/”; d3 lfk;{k{d: S+
S
192 fk”" 2d9) y )
192 kl//l 3d§ 1t
192 + 1 2 J k' sds)
192 k/m 2dg)
96 fk”" sds)
k"Eds + 3;4 kllllds+

384 fk”” S kd’s — 384 JESS k”"d3s)

fk,"l’fzsdg + %84 ]C”".sds + _58_4 kmi ff ]C.Sdss—{—
384 fk/ Ssz kd’s — 553 [k [ [ k"™ sd%)
384 fk, " d‘;)

384 fk”” sds)
192 fkllll 3d§)
k"ksds + 1 r’c"”sds + 4 384 J‘klllls ff kd3 _

384
384 fk:::‘lgf ksd’s — s51 [ R SR sds — 2 [k [k"d%)
ggg JE"s?ds)
301 J K"'s%ds),
(168)

Schliefllich miissen noch die Abhingigkeiten der Endkoordinaten von den chromati-




schen Koordinaten bestimmt werden. Die Losung fiir z lautet:

Bag; = zodo( [ [ kd%)

+aggo %ff ksd?)
+aodo( 3 J[ ksd’s)
+aodg( —3 [ kds) (169)
+axdde( =L ff k"d%)

+zlagge( —3 [ K'sd’)

radaoda( —1 1 K'sds)
+addl( L [[k"d%s).

Ebenso folgt fiir a:

a'dgf = 33090( %fk\[f kdss)

+zodo( -—% [E [ kd%)
+agd0( fksds) )
+apdd( — [ hsds
ol — SR LIRS 3 SRR =1 IRE) g
taddo( L[R[IE'Ds+2 [k [[kd’s+ 3 [ Kk ds)

+ziagdo( ~—% [ k" sds)

+aoyago( +3 [k*ds)

+aoygdo( —35 [ k*ds)

+zlagdd( %fk"sds),

Die vollstindige Losung der Endkoordinaten ergibt sich durch Addiilzlo?l dz' eu;ztesln:;:i
Gleichungen. Durch Transformation aller vorkommenden Integra Zl 11n Te e ) gird
chenden Grundintegrale nach Anhang 10.3 und Zusa,mmienfassung er e;x;t e
die Eintrittstransfermatrix berechnet. Die Transfermat‘mx am Austritt er : n;ri-
durch Berechnen der reversen Matrix. Die entgiiltigen Eintritts- und Austrittsma

zen sind in 11.4 aufgelistet.

7.3 Vergleich zwischen numerischer Integration und den
Niherungsformeln

Um einen Vergleich zwischen den Ergebnissen der numerischen Inteigi:,tlon ;zg]dhiirj
Integralmethode durchfithren zu kdnnen, ist das Qua:drupolquadlm;) e ta?:che o
angezogen worden. Die magnetischen Quadrupole smc.i durch ele r:i)s ad{ o Quer
drupole ersetzt worden. Zur Beschreibung des Potentialabfalls WurBento ie g cichen
Koeffizienten und Integrale wie im magnetischen Fall benutzt. Zur Bestimmung
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Abb. 17: Vergleich der Gréfie von reprasentativen Matrixelementen des elektrostatischen
Quadrupols als Funktion des Aperturradiusses Go, wobei alle Lingen in m und
alle Winkel in rad angegeben sind. Es sind die Ergebnisse der DA-~Integration
(durchgezogen), der hier berechneten Matrix (gestrichelt) und der Matrix aus Ref.

[17])(Strich-Punkt) aufgetragen. Go wird im Bereich von 0.005 m <Gy L 0.05m
variiert.

Einflusses der Streufeldverteilung auf die Transfermatrix wurde das Eintrittsstreu-
feld des elektrostatischen Quadrupols untersucht. In Abbildung 6.3 ist die Variation
der gleichen Matrixelemente wie beim magnetischen Quadrupol dargestellt. Ebenso
wurde der Aperturradius von 0.005 m < G, < 0.05 m bei einer konstanten Feldstirke
von 3514 V/m? variiert und ein einfach geladenes Teilchen der Masse m, = 4 m, und
der Energie Ky = 100 keV benutzt. Dadurch besitzen die elektrostatischen Qua-
drupole die gleiche Brechkraft wie die magnetischen Quadrupole aus Kapitel 6.3.
Die Elemente (X, X) und (4, X) zeigen das gleiche Verhalten wie im magnetischen
Fall, da die linearen Terme der Differentialgleichung fiir den magnetischen und elek-
trostatischen Quadrupol die gleiche Form besitzen. Die Elemente (X, XXX) und
(4, XX X) zeigen qualitativ das gleiche Verhalten, so ist (X, X X X) in dem hier her-
geleiteten Verfahren ebenso besser bestimmt als in [17]. Sie besitzen aber um den
Faktor 2 bzw. 4 groflere Werte als im magnetischen Fall. Auch die Elemente fiinfter
Ordnung verhalten sich #hnlich, ihre Werte steigen jedoch um das 6-fache. Das Ele-




Matrixelemente
DA-Integration | Ergebnisse dieser Arbeit | Ergebnisse aus (17

(X,X) 9.860360E-01 9.860379E-01 9858668%%%%2
(A,X) -4.872697E-03 -4.946890E-03 «4,91;530E—;00
(X, XXX) 2.614495E400 2.594862E+-00 2»925178E+00
(AXXX) | 7.226465E+00 7.795178E+00 7.79 TAE 00
(X, XXXXX) 4.942444E+01 6.349383E4-01 00000800E+00

(A XXXXX) -3.585412E4-02 -6.429329E4-02 0.000 +

Tabelle 2: Werte einiger reprasentativer Matrixelemente des elektrostati:schen‘ Qua,;rupols
. an der Stelle Gy = 0.05 m. Alle Langen sind in m und alle Winkel in ra

angegeben.

ment (4, XXX XX) wird von einen noch starker a‘kthé’.np?rigen linearen Terzm aﬁ?agg
beeinfluBt, so dafl er fiir Go = 0.05 m in dieser Apprommationsozrdnurg nur (2 litatiy
beschrieben werden kann. Der divergierende tharakter jfu.r l.demes 3 W1r1 Jorreld
wiedergegeben. Aus diesen Ergebnissen zeigt sich, "da,ﬁ.die Bﬂdfehal;r es e en oS
tischen Quadrupols bei gleicher Brechkraft ein unglinstigeres Verhalten zeige

magnetischen Fall.

8 Der Einflufl des Streufeldeffekts auf ein stigma-
tisch fokussierendes Strahlfiihrungssystem

Zur Nlustrierung des Streufeldeinflusses bei Quadrupolen ist ein in (48] verwendetes
Demonstrationsbeispiel herangezogen worden. Dieses System besteht aus vier glei-
chen magnetischen Quadrupolen der Linge L und einem Feldgradienten von 1.6 T'/m.
Die Quadrupole sind jeweils paarweise angeordnet, wobei deren Feldgradienten entge-
gengesetztes Vorzeichen besitzen. Die Linge der Driftstrecke zwischen den Quadru-
poldupletts betrigt 0.3 m und der Abstand zwischen den Quadrupolen des Dupletts

jeweils 0.05 m. Vor und hinter den Quadrupolsystem existieren Driftstrecken der
Lange 0.15 m.

Abb. 18: Strahlengang des stigmatisch fokussierenden Quadrupolsystems, oben ist der

Strahlengang in der z—z Ebene, unten der Strahlengang in der y—z Ebene
dargestellt.

Durch Anpassen der Quadrupollinge L kann erreicht werden, daf} diese eine stig-
matische Fokussierung bewirken. Betrachtet wird ein einfach geladenes Teilchen der
Masse mo = 4 amu und der Energie Ky = 100 keV. Zur Beschreibung des Feld-
abfalls werden die in Abschnitt 6.3 angegebenen Koeffizienten benutzt. Weiterhin
ist ein Aperturradius von Gy = 0.05 m gewshit worden, wodurch sich fiir L unter




numerisch | Integrale dieser Arbeit | Integrale aus [17] | ohne Integrale
(A,X) | -3.4917E-08 -8.3574E-06 -3.8258E-04 1.055095
¥

Tabelle 3: Erfiillung der Fokussierbedingung beim Einsatz verschiedener
Berechnungsmethoden

Anwendung des in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen nu,merisc%len Verfa,hrensdemeo}f;:l;geei
von 0.2672 m ergibt. Aufgrund der alterniere'nd;en Vorz?xchen d'e;; Quad rug te bel
gleichbleibender Feldstérke wird erreicht, daBl die 10nﬁenoptxsche Wir u,ngt esic gﬁ s
in der y—z Ebene der Wirkung des reversen Systems in df:r z—2z Eber}e Zn .sdp; Eb.enen
durch ist automatisch eine Fokussierung mit der Vergréfierung -1 in beide

gegeben.
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ie Bi Fokus. Die linke Graphik zeigt die
b. 19: Einfluf des Streufeldes auf die Bildfehler am ;
A Intensititsverteilung in der horizontalen Ebene ohne Streufeldeinflufl, die rechte

Graphik mit Streufeldeinflufl.

Zur Uberpriifung der Naherungsformeln aus Abschnitt 6 u.nd aushR(;f. éi’g:;lrz
die Giiltigkeit der Fokussierbedingung herangezogen Werde:}, d.xe‘du;; : e R
gen (4,X) =0 und (B,Y) = 0 gegeben ist. In Tabelle 3 sind dle. e;: eDv mm;eri‘
unter Anwendung der verschiedenen Berechnun;gsverfahren aufgel;sjte . 61(‘: }1 et
sche Wert gibt nur die Genauigkeit der Optim{erung an, s'o daaﬁ ese;‘hnzen reiter
verkleinert werden kann. Man erkennt, dafl beide App1'0:>{1.maftmm;n?t {; .
Nihe der Fokussierbedingung liegen, wobei die Methodie (%leser Arbeit lefsfd -
gung um zwei Stellen besser erfiillt. Unter der Vernachlissigung der Streufelde

verschiebt sich die Fokalebene erheblich. Dadurch wird die Gréfe des letzten Wer-
tes, der ja ohne die den Streufeldeinfluff beschreibenden Integrale berechnet wurde,
verstdndlich. '

Eine noch gréfiere Bedeutung der Streufelder beziiglich ihrer Wirkung ist bei den
Bildfehlern zu erkennen [49]. In Abbildung 8 sind Jeweils die Intensitatsverteilungen
in der horizontalen Ebene ohne und mit Beriicksichtigung des Streufeldes aufgetra-
gen, wobei ein Startphasenraum von z, = +1 pm und ag = +20 mrad angenom-
men wurde. Aus Abbildung 8 wird ersichtlich, da die Intensitatsverteilung ohne
Streufeldeinflufl wesentlich schmaler und héher ist im Vergleich zur Verteilung mit
Bertiicksichtigung des Streufeldeinflusses. Die maximale Intensitit verringert sich um
das 2.5~fache und der Strahl verbreitert sich auf +160 pm.
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Abb. 20: Intensitatsverteilung in der z—z Ebene am Fokus des korrigierten Systems unter
Anwendung der DA-Integration (links), der hier hergeleiteten Methode (Mitte)
und der Methode aus [17](rechts) in einer Rechnung bis in dritter Ordnung.

Durch den Einsatz eines Oktupoltripletts zwischen den zwei Quadrupoldupletts
ist es méglich, die fiir die Verbreiterung verantwortlichen Bildfehler zu beseitigen.
Die Oktupole besitzen jeweils eine Lénge von 0.05 m und einen Aperturradius von
0.05 m und sind im Abstand von 0.025 m voneinander entfernt. Durch Optimierung
ergeben sich fiir die duBleren Oktupole eine Polschuhfeldstirke von —0.060 T" und fiir
den inneren von 0.120 T. Diese Feldstirken sind ungefdhr um den Faktor 5 gréfier
im Vergleich zur Korrektur ohne Beriicksichtigung der Streufeldeffekte.

In Abbildung 20 sind jeweils die Intensitatsverteilungen am Fokus unter Benut-
zung von drei verschiedenen Berechnungsmethoden dargestellt. Im Gegensatz zur
Abbildung 8 betrigt die maximale x—-Ausdehnung nur +5 um, so daB die Darstel-
lung eine vierzigfache Vergréferung aufweist. Die linke Verteilung wurde durch An-




wendung der DA-Integration bestimmt. In diesem Fall verschwinden die Bildfehler
vollstindig, wodurch der Strahl seine urspriingliche Breite von £1 um beibehilt. Die
Verwendung der hier hergeleiteten Methode liefert eine &hnliche Verteilungskurve.
Sie ist aber etwas flacher und breiter. Die Verteilungskurve aus [17] weist charakte-
ristische Verbreiterungen am Fuff auf, was auf nicht vollstindig korrigierte Bildfehler
zuriickzufithren ist. Insgesamt liefern alle drei Verfahren relativ iibereinstimmende
Ergebnisse, wobei die hier hergeleitete Methode eine bessere Niherung darstellt.

In Abbildung 21 ist noch einmal die Strahlverteilung unter der Beriicksichtigung
der Bildfehler bis in fiinfter Ordnung aufgetragen. In diesen Graphen betrigt die
maximale x—Ausdehnung 420 pm, so daff eine vierfach geringere Auflésung der In-
tensititsverteilung dargestellt ist als in Abbildung 20. In dieser Aufldsung liefern
die DA-Integration und die in dieser Arbeit bestimmten Naherungsformeln nahezu
{ibereinstimmende Formen fiir die Strahlverteilung.
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Abb. 21: Intensititsverteilung in der z—z Ebene am Fokus des korrigierten Systems unter
Anwendung der DA-Integration (links) und der hier hergeleiteten Methode
(rechts) in einer Rechnung bis in fiinfter Ordnung.

Massenbestimmung kurzlebiger Nuklide mit Hilfe
des Experimentierspeicherrings ESR.

I.
Experimental
Area 2

Abb. 22: Experimentiereinrichtungen der GSI zur Erzeugung und Untersuchung exotischer

I‘;uklide. Im Bild sind' das Schwerionensynchrotron (SIS), der Fragmentseparator
(FRS) und der Experimentierspeicherring (ESR) dargestellt.



Der an der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung (GSI) in Darmstadt fert‘iggesf:ellte
Experimentierspeicherring (ESR) [19,50] ermdglicht die Untersuchtmig exotischer Nuj
klide mit extremen N/Z Verhéltnissen. Die Erzeugung dieser Nu:kllxde erfolgt dabei
durch Fragmentation des im Schwerionensynchrotron (SIS) a,uf‘ einige 100 MeV pro
Nukleon beschleunigten Projektilstrahls. Anschliefend werden dxe. Ffagment?rodukte
durch den Fragmentseparator (FRS) selektiert und in den ESR injeziert (siche Ab-

bildung 22).

Proton number

Neutron number

Abb. 23: Isotope, die mit Hilfe des FRS mit einer Produktionsrate von gréfier als ein
Teilchen pro Sekunde separiert werden kénnen.

Abbildung 9 zeigt die Kerne auf der Nuklidkarte, die mit I"Iilfe des SI;S—FRS System
erzeugt und separiert werden kénnen. Dieses System kann ein sehr ?reltes Spektrum
von exotischen Nukliden mit hoher Intensitit produzieren und eJ':offnet eine gr?ﬁe
Vielfalt von Méglichkeiten zur Untersuchung von Eigenschaften(dleser Kernfao E.]me
der fundamentalsten Gréflen von Nukliden ist ihre Masse. pa sich unterschiedliche
Bindungsenergien von Neutronen und Protonen sich direkt in den IYiassen von Nuk-
liden niederschlagen, dienen Massenbestimmungen als hilfreiches Mittel z. B. zur:

¢ Bestimmung des Giiltigkeitsbereich der Kernmodelle.

¢ Vorhersagen von Lebensdauern und Zerfallsarten exotischer N ukliden.

e Lieferung von Eingabeparametern fiir verschiedene theoretische Berechnungen
in Kern und astrophysikalischen Modellen.

Zur Messung der Massen wird der ESR analog zu dem in der Mesonenfabrik
LAMPF in Los Alamos eingesetzten Spektrometer TOFI [61,52] als isochrones Flug-
zeitmassenspektrometer eingesetzt.

Da magnetische Felder Ionen nach Impulsen separieren und elektrische Felder
nach Energien, ist es prinzipiell méglich durch geeignete Kombination der beiden
Felder nach Massen zu separieren und dabei die Energiedispersion zu kompensieren.
Dieses Prinzip ist bei sehr vielen Massenspektrometern angewendet worden [53].

Aufgrund der begrenzten elektrischen Feldstédrken, die in Ablenkkondensatoren er-
reicht werden kénnen, ist ihre Einsetzbarkeit nur bei geringen Ionenenergien gewshs-
leistet. Eine Alternative zu diesem System stellen die Flugzeitmassenspektrometer
dar [1,50]. Bei Teilchenstrahlen hoher Energie bestehen sie aus einer Kombination
von magnetischen Elementen, die so angeordnet sind, daf die Gesamtflugzeit der
Teilchen in erster Ordnung nur von ihren Massen abhéngt. Da magnetische Felder
die kinetische Energie von Teilchen nicht veréindern, miissen Ionen unterschiedlichen
Startortes und Startwinkels die gleiche Wegstrecke zuriicklegen. Die Bahnen von Io-
nen verschiedener Energien miissen dagegen unterschiedliche Léngen besitzen, so daf
die unterschiedliche Flugzeit aufgrund der Geschwindigkeitsdifferenz gerade kompen-
siert wird. Fiir die Transfermatrix ergeben sich daraus folgende Bedingungen:

(T7X) =0, (TsA) =0, (T,D) =0, (7, G) # 0, (171)

wobei das Matrixelement (T, G) méglichst grof} werden sollte. Weiterhin sollten die
Flugzeitbildfehler zweiter und héherer Ordnung klein sein oder verschwinden. In
Abbildung 24 ist am Beispiel des TOFI ist die Funktionsweise eines isochronen Flug-
zeitmassenspektirometers verdeutlicht.

- Fiir die Einstellung des ESR als Flugzeitmassenspektrometer wurden schon einige
Rechnungen durchgefiihrt [54,55,56], wobei hier diese Bedingungen schon nach einem
Umlauf erfillt wurden. Diese Einstellungen sind aber nicht unbedingt wiinschens-
wert, da z. B. nach der in [55] gefundenen Einstellung eine Massenabweichung von
0.01% zu einem Flugzeitunterschied von 22 ps nach einem Umlauf fiihrt. Dieser liegt
deutlich unter der realisierbaren Mefigenauigkeit des Detektors von ~ 100 ps [57].

In Abbildung 25 ist der schematische Aufbau des ESR dargestellt. Als Hauptele-
mente zur Strahlsteuerung dienen 6 baugleiche Sektorfelder und 20 Quadrupole, von
denen jeweils die Quadrupole Q1 — Q1/, Q2 — Q2 usw. in Reihe geschaltet sind. Da-
durch weist der ESR vom Layout her eine Zweifachsymmetrie auf [18]. Mit Hilfe des




Abb. 24: Funktionsweise des Flugzeitmassenspektrometers TOFL Es sind die Flu.gbahnen
verschiedener Teilchen zu fiinf verschiedenen Zeitpunkten dargestellt. Die
ausgefiillten Kreise charakterisieren Teilchen mit dem Miasse——zu—Lafdunlgj .
Verh#ltnis (m/ze), und den Energien Ko und Ki, Woll)el K> K 0 131;;lﬁ ie
Teilchen gréferer Energie bewegen sich schneller, da sie a.ber.wezter a . en
verlaufen kommen sie zur selben Zeit am Detektor an. Die mchtausgefu]{ten‘
Kreise charakterisieren analog Teilchen mit dem M.a,sse-—zu—L?.dung V?rha;;ms .
(m/ze),, wobei (m/ze), > (m/ze), ist und fiiese wiederum die Ener;g;:hn o un
K4 besitzen. Sie bewegen sich insgesamt wezte'r aui}en und kommein der zu .
einem spéteren Zeitpunkt am Detektor an. Bei gleicher Ladung hangt demnac

die Flugzeit nur von der Masse ab [51].

Abb. 25: Schematischer Aufbau des Experimentierspeicherrings (ESR). Der ESR besteht
aus 6 Dipolen (D), die eine 360° Ablenkung erméglichen, 20 Quadrupolen (Q)
und 8 Hexapolen (H) . An der Stelle S befindet sich das Septum (S), an der der
vom FRS kommende Strahl in den ESR eintritt. Durch den Kicker (K) wird der
Strahl auf eine auf der optischen Achse verlaufende Bahn gebracht [56].

Septums wird der vom FRS kommende Strahl in den ESR eingefddelt und durch den
Kicker auf eine auf der optischen Achse verlaufende Bahn gebracht. Zur Korrektur
von Bildfehlern existieren 8 Hexapole.

Um eine méglichst bildfehlerarme Einstellung zu erméglichen, ist eine zum F lug-
zeitmassenspektrometer TOFI analoge Struktur gewéhlt worden. Es besteht aus vier
gleichen Zellen, wobei diese Zellen spiegelsymmetrisch aufgebaut sind. Es kénnen die
Quadrupole Q1 —Q10, @2 — Q9 usw. ebenso in Reihe geschaltet werden. Dadurch ist
der ESR. aus zwei identischen spiegelsymmetrischen Zellen aufgebaut und somit kann
eine Zeitfokussierung nach zwei Umliufen erreicht werden. Fs besteht die Méglich-
keit, den gesamten Ring als eine Zelle zu definieren und somit eine Zeitfokussierung
nach vier Umléufen zu erzielen. In diesem Fall kénnen die Feldstarken der Quadru-
pole @1 bis Q10 beliebig gewahlt werden.

Eine Fokussierung schon nach zwei Umliufen ist nicht realisierbar, da die Qua-
drupole beziiglich ihrer Fokussierungsrichtung Einschrénkungen unterliegen. Es ist




hier eine Lésung gefunden worden, in der die Gleichungen (171) nach vier ngdalzfelrz
erfiillt sind und der ESR aus zwei spiegelsymmetrischelez Zeﬁenwbesjceh‘c: Es ¢ Zn deﬁ
sich hierbei um eine idealisierte Einstellung, da z. B. nicht ?erucksmhmgt wir ; ka
der Strahl anfangs nicht auf der optischen Achse verlduft. Die Quadrugolfeldst;i er;
sind durch nichtlineares Optimieren so eingestellt worden, dafl nach einem Umlau

die Bedingung

(4,4)=(B,B) =0 (172)

und nach zwei Umléufen

(T,D)=0 (173)
erfillt ist. Weiterhin ergibt sich, daB durch Hintereinanderschalten der vier identi-
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Abb. 26: Massenauflésung von 2 Massen, deren Werte sich um 5 - 107 untex:scheiflen. Es ;
sind die Intensitdtsverteilungen unter Anwendung der DA-Integration (links) un
Verwendung der Streufeldintegrale (rechts) dargestellt.

schen Zellen in beiden Ebenen ein achromatisches Bild der Vergréferung 1 erzengt
wird. Als Folge davon verschwinden die Flugzeitele‘mente (T,?( ) und (T,i/(ii)f hln
zweiter Ordnung verschwinden aufgrund der Symmetrie ebenso die Flugzeltbf N e ’ez*
(T,XA),(T,AD) und (T, Y B) [51]. Durch geeignete' Wahl der cHexapoﬁlfeld.staEl en 15-
es moglich, in zweiter Ordnung alle transversalen Bildfehler bis a,uf' die rein chroma
tischen zu eliminieren [58]. Der ESR kann somit als Achromat zweiter O'rdmmfi an-
gesehen werden. Aufgrund der symplektischen Beziel}ungen [27] ver'sch‘Wmden aénn
ebenso alle Laufzeitbildfehler bis auf die rein chromatzs{;h;n und somit liefert nur der
i ient (7', DD) einen Beitrag in zweiter Ordnung.
Bll%ie?::ksoiﬁ?;?oé V;urde)ein zweifach geladenes neutronenreiches §He Isotop der

Element | Polschuhfeldstirke [T]
Q1 -2.241596162E-01
Q2 6.406153850E-02
Q3 2.352395358E-01
Q3 2.353283499E-01
Q4 -2.757063538E-01
Q5 1.478902023E-01
H1 8.884102857E-03
H2 -1.124896149E-02

Tabelle 4: Feldstirken der einzelnen Quadrupole und Hexapole.

Energie 250 Mev/u verwendet. Die sich daraus ergebenden Feldstirken der Quadru-
pole und Hexapole sind in Tabelle 4 aufgelistet.

Abbildung 26 zeigt die Massenauflésung zweier Massen nach vier Umléufen, deren
Ruhemassen sich um 5-10~7 unterscheiden. Bei der Bestimmung der Intensitétsvertei-
lung wurde jeweils ein Phasenraumvolumen von 20 mm mrad in der horizontalen und
vertikalen Ebene und eine Energieunschirfe von 0.1% angenommen. Diese Abbildung
zeigt verschiedene Intensitdtsverteilungen in einer Rechnung bis in dritter Ordnung.
Rechts ist der Streufeldeinflul durch DA-Integration und links unter Benutzung der
Streufeldintegrale beriicksichtigt worden. Es ist gut die ﬁbereinstimmung der beiden
Intensitétsverteilungen zu erkennen. Es wurden auch noch Berechnungen unter Ein-
beziehung der Bildfehler vierter und fiinfter Ordnung durchgefiihrt. Es zeigte sich,
dafl diese nur unwesentlich zur Verbreiterung der Intensitatsverteilung beitragen, so
daf} die Berechnungen bis in dritter Ordnung eine geniigend genaue Beschreibung der
ionenoptischen Eigenschaften des Systems liefern.

Die hier angenommene Energicbreite liegt unter der in [55,56] gewihlten Ener-
gieverteilung. Vergréflert man den Wert auf 0.3%, so verringert sich die Auflésung
von & 2-10° auf ~ 2 - 10%. Es zeigt sich, daB unter Ausnutzung der Symmetriebe-
dingungen ein vierfach gréfieres Auflésungsvermdgen im Vergleich zu den in [55,56]
angegebenen Systemen erreicht wird.

Zur Untersuchung des Langzeitverhaltens des Ionenstrahls sind in Abbildung 27
die Intensititsverteilungen zweier Massen mit einer relativen Massenabweichung von
5-107¢ dargestellt, wobei wie in [55,56] eine Energieverteilung von 0.3% angenommen
worden ist. Die Gesamtbreite der Intensitédtsverteilungen betragt jeweils 700 ps.

Spaltenweise sind jeweils fiinf aufeinanderfolgende Intensitdtsverteilungen darge-
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Abb. 27: In dieser Abbildung sind jeweils spaltenweise vier nacheinander folgende
Intensitatsverteilungen nach 20,40,60 und 80 Umliufen aufgetragen.

stellt. Sie zeigen ein periodisches Verhalten, wobei nach 4n Umliufen ein besonders
gutes Auflésungsvermégen erreicht wird. In der ersten Spalte sind jeweils die Ver-
teilungen nach 20 bis 24 Umliufen aufgetragen. Bei diesen Verteilungen iberwiegen
die Bildfehler 1. Ordnung, soda in diesen Fillen keine Massentrennung méglich
ist. Betrachtet man dagegen die Intensitétsverteilungen nach 60 oder 80 Umliufen
(Spalte 3 und 4), so kénnen in allen Fillen die Massen getrennt werden. Dies 158t sich
dadurch erklsren, daff die Werte der Bildfehler bis zweiter Ordnung mit Ausnahme
von (T, DD) aufgrund der Vierfachsymmetrie immer in der gleichen GréBenordnung
bleiben und der Flugzeitunterschied bedingt durch die verschiedenen Massen linear
ansteigt. Das Element (T, DD) dagegen wichst ebenso linear und wird dadurch zum
dominierenden Bildfehler auch bei den Durchgéngen, bei denen die iibrigen Bildfehler
bis zweiter Ordnung nicht verschwinden.
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Abb. 28: Intensitatsverteilung zweier Teilchen gleicher Masse und einer unterschiedlichen
Energie von 0.15%. Die Peaks haben einen Abstand von 6ps. Es wird

angenommen, daf} der Ort auf 0.5 mm und der Winkel auf 0.1 mrad bestimmt
werden kann.

Um das jonenoptische Auflésungsvermégen weiter zu verbessern, miissen Aussa-
gen iiber die Energie eines einzelnen Teilchens gewonnen werden. Eine Moglichkeit
besteht darin, aus der Flugzeitmessung bei jedem ungeraden Umlauf die Energie
des Teilchens zu bestimmen. Betragt die Umlauffrequenz eines Teilchens nach vier
Uml&ufen 4 #y, so tritt bei ungeraden Durchgéngen eine Verschiebung

At =(T,X)z + (T, A)a + (T, D)sx (174)

der Umlaufzeit auf. Bestimmt man zusitzlich zur Umlauffrequenz auch noch den




Ort und den Winkel mit Hilfe eines Detektors, so kann man daraus die Energie eines
Teilchens berechnen.

In Abbildung 28 ist die unterschiedliche Flugzeit zweier Teilchen mit einer Ener-
giedifferenz von 0.15% dargestellt. Es wird hierbei angenommen, dafl der Ort und
Winkel eines Teilchens auf 0.5 mm bzw. auf 0.1 mrad bestimmt werden kann. Dies
kann dadurch erreicht werden, indem zwei ortsempfindliche Detektoren mit einem
Auflssungsvermdgen von 0.5 mm im Abstand von 5 m positioniert werden. Diese
MeBgenauigkeit ermoglicht eine Bestimmung dieser Energiedifferenz. Der Flugzeit-
unterschied dieser Teilchen betrigt 6 ps, liegt also weit unterhalb des Auflésungs-
vermégen des Zeitdetektors. :

Abb. 29: Periodisches Verhalten der Flugzeitdifferenz eines Teilchens aufgrund seiner
Energieabweichung.

Betrachtet man aber das Verhalten der Flugzeitdifferenz {iber eine Periode von
vier Umliufen, so erkennt man aus Abbildung 29, dafl sich die Flugzeitdifferenz eines
Teilchens mit Energieabweichung einmal negativ und einmal positiv auswirkt. Die
Flugzeit zwischen den ersten und dritten Durchgang betrigt 2¢o + 24t und zwischen
dem dritten und fiinften Durchgang 2ty —2At. Werden diese beiden Zeiten verglichen,
so ergibt sich ein Zeitunterschied von 4At, also 24 ps bei einer angenommenen En-
ergieabweichung von 0.15%. Es sollte durch Mittelung moglich sein, diese Differenz
zu registrieren, wenn diese Zeiten iiber einen léngeren Zeitraum gemessen werden.
So reduziert sich die Bestimmbarkeit der Flugzeiten aufgrund der Ungenauigkeit des
Zeitdetektors bei 100 Umlsufen auf ca. 20 ps, da die Messungen 25 mal durchgefiihrt
werden konnen.

Durch zusétzlichen Einbau von Ortsdetektoren wire man in der Lage die Energie-
differenz auf 0.15% zu bestimmen und dadurch die Wirkung des Bildfehlers (T, DD)

auf die Flugzeiteigenschaften genauer vorherzusagen. Bei einer angenommen Ener-

gieunschérfe des Strahls von 0.3%
auf 8 - 10% verbessert werden.

Im .Gegensatz zu den Einstellungen von [55,56] betrégt der Phasenraumvorschub
nach vier Umléufen ein Vielfaches von 2. Dies kann zu Resonanzeffekten bei fehle
hafter Justierung der Elemente und einer damit verbundenen Verschlechterun dr—
Strahlq}lalitét fihren. Die hier erreichte lonenoptische Aufldsungsvermégen Voi I(e:
nen gleicher Masse liegt im ps Bereich bei einer angenommenen Energieunschirfe
von 0.1% oder um = 10 ps fir AE = 0.3%. Diese Zeiten kénnen demnach erst
nach 400 bzw. 40 Umliufen mit einem Detektor gemessen werden. Zumindest nach
40 Umlédufen diirften sich die Resonanzeffekte noch nicht bemerkbar machen. Es

sollte daher méglich sein, Masse it e Sokees
) n mit einer Ungenauigkeit ~ 10~86
besti on. g 1gkeit von Am/m =~ 1076 zu

kann das Aufldsungsvermégen um den Faktor vier




10 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Verfahren entwickelt, um die Streufeldeffekte
ionenoptischer Elemente auf effektive Weise zu bestimmen. Dazu wurden die in
[12,17,44] dargestellten Methoden so modifiziert, dafi die Berechnung der Streufel-
deffekte in den dem Problem angepaften Koordinaten [2] durchgefithrt und somit
eine konsistente Darstellung zu den durch numerische Integration unter Ausnutzung
der DA~-Methode [8] erhaltenen Werten gefunden wurde.

Es gelang hier, erstmals analytische Nsherungsformeln bis in fiinfter Ordnung fiir
den elektrostatischen und magnetischen Quadrupol zu entwickeln. Die Unstimmig-
keiten in den Nzherungsformeln bis dritter Ordnung bei den elektrostatischen und
magnetischen Sektoren konnten behoben werden. Weiterhin zeigte sich, dafl die in
[16,17) dargestellte Annahme, bei elektrostatischen Elementen gewisse Streufeldef-
fekte in der Matrix des Hauptfeldes zu beriicksichtigen, zur Reduzierung der Appro-

ximationsordnung fithrt, da in diesem Fall die unterschiedliche Lage des Eintritts—

und Austrittsstreufeldes vernachlissigt wird. Im Falles des magnetischen Sektors
und Quadrupols wurden zusétzlich die Flugzeitelemente mit einbezogen, da sie zur
genauen Beschreibung der ionenoptischen Eigenschaften von Flugzeitmassenspektro-
metern notwendig sind. :

Die hier bestimmten Niherungsformeln wurden in das Simulationsprogramm
GICO implementiert, womit ein effektives Programm zur prézisen Berechnung kom-
plexer ionenoptischer Systeme zur Verfiigung steht. Anhand von zwei Beispielen
wurde durch Vergleich mit der numerischen Integration gezeigt, dafl auch detaillierte
Formen der Intensititsverteilungen wiedergegeben werden kénnen. Die Berechnungs-
zeiten reduzieren sich dadurch erheblich, sodafl eine Optimierung von Systemen bei
vertretbaren Zeitaufwand mdglich wird.

Die hier gewonnene analytische Bestimmung des Streufeldeinflusses erlaubte eine
genaue Beschreibung der ionenoptischen Eigenschaften des ESR Speicherings als
isochrones Flugzeitmassenspektrometer. Dieses Beschreibung hétte auch alterna-
tiv durch numerische Einzelbahnverfolgungen gewonnen werden konnen. Diese sind
aber auferordentlich rechenintensiv, insbesondere {iber viele Umlaufe, wodurch eine
praktikable Durchfithung einer Optimierung nicht durchfithrbar ist. Es konnte eine
idealisierte Einstellung gefunden werden, die die Bedingung eines Achromaten zwei-
ter Ordnung nach Brown [58] nach jedem vierten Umlauf erfiillt, wodurch eine prézise
Massenbestimmung mdglich ist.

Die numerischen Rechnungen zeigten, daB unter gleichzeitiger Verwendung von
Ort— und Zeitdektoren die Energieabweichung einzelner Teilchen bestimmt werden
kann. Dadurch ist méglich, den in zweiter Ordnung verbleibenden Bildfehler (L, D D)

einzu‘sclnlré‘nken und dadurch das Aufldsungsvermégen zu vergrofern.

Dze; in dieser Arbeit erhaltene Lésung stellt eine Vereinfachung des realen System
dar. Sl‘e miifite dahingehend modifiziert werden, daB auch die Einschuﬁbedinyun eri
ESR hinreichend genau beschrieben werden. Ein Einsatz des ESR als Flu zitmis
senspektrometer ist im nichsten Jahr geplant. Es sollte méglich sein, Ionegnbahnez;

iiber einige 10, vielleicht einige 100 Umliufe z .
. u verfolgen, al ber ei :
bis zu 107* s. Dadurch wire man in der La gen, also Uber eine Zeitdauer

lebiger Nuklide durchzufiihren.

ge Massenmessungen neu erzeugter kurz-




11 Anhang 1

Alle in den Né%zerungsformeln auftretenden Integrale lassen sich durch partielle In-
tegra,tmn; auf eine bestimmte Anzahl von Grundintegralen zuriickfiihren. Diese In-
tegrale sind bei den Sektoren auf den reziproken Ablenkradius und bei den Qua-
drupoleﬂn auf das Verh&ltnis vom Feldgradienten zu der jeweiligen elektrischen oder
magnetischen Steifigkeit des Referenzteilchens skaliert. Bei den Sektoren bedeutet
ho = 1/Ry, beim elektrostatischen Quadrupol hy = g/x. und beim magnetischen
’Quadrupﬁl ho = g/Xm, wobei g der jeweilige Feldgradient ist. Die Form der Integrale
ist so.gewa.hlt, daf} sie unabhingig von den Integrationsgrenzen sind. Dies fithrt dazu
dﬁaﬁ sie den Streufeldeinflufl auf die effektive Feldgrenze transformieren. Im folgend ’
sind alle vorkommenden Grundintegrale aufgelistet: . s

SNy
o < ([0 nn)
L = hi(f[fhczs]dsw—)
Iy = haz( hgszds—fg-)
/ (/h@)zds-%f)
F(f8) ()5

L, = hy?

I = hi (

Lu = hgz( h2ds—sb>

Iy = h;s( h3ds—3b>
o)

Iy = h;zfs(%)zds

Is = h3® f(if) Ufhd%s]ds
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I, = ha?[s*| =
7 3(@)

/
(/1
(

;u

Igi‘—‘

s

fh/ %)

o - [(8) 14

Lna = hy? (] / fhd2>ds— S . 3;)
= (/o > -%)

Bei allen Grundintegralen wird angenommen, daf der Aperturradius oder halbe
Polschuh— oder Flektrodenabstand Go auf 1 normiert wird. Nimmt man Go # 1 an,
so muB s durch s/Go ersetzt werden. Somit miissen schlieBlich bei der Bestimmung
der Streufeldeffekte die Grundintegrale mit den in Tabelle 5 angegebenen Faktoren

multipliziert werden.

Ig:-‘h3

11.1 Liste der Integrale, die bei der Berechnung der Matrix
des homogenen magnetischen Sektors auftreten

Im folgenden sind alle Integrale aufgelistet, die bei der sukzessiven Approximation in
der dritten Apprommatmnsordnung fiir die Transfermatrix des magnetischen Sektors
unter Beriicksichtigung einer schrigen und gekriimmten Feldgrenze auftreten:

f B f f hd%s = hilL.

f LA / f hdds = éhg (Lo — Io)
[w] ( / hds)zdzs = 2%,

f B f f hd®s = hil

f hh' f hdls = —%h?,_&b

f B f ( / hds)gdgs — B3

103




Integral

Multiplikationsfaktor

I‘la,
Iy
IZ@
Iy
ISa
Is
I4rz
Iy

G;
G}
G3
G§
Gy
Gy
Go
Go
Gyl
1

Go

[ ([ )

Tabelle 5: Multiplaktionsfaktoren fiir die
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R3 (—'I4a +"§I4b>
1
X (Lm + I = 5T

hils,

ha (=Isa + Inp)

h (=1 + 31s)
1
B (— I )
(1] 6 10
~hiIs

R3 (1 + 3I5)

1
Gt

1 3
(5~ 5h)

f % f B / hd’s
f % f h'sd%s

f B! f R"'s*d%

f % / f K25
/’ B / / B sd%

il e

f A" / f h"s*d%
f B f / B f hd's
/ B / f h2d%

f B f / X / hd's
J# [ [ hesds
[ f e

[f [ [

/ / R s? %
Ju [ [ resas
f B / B sd’s

f B f B f / hds

1

1
= A <“— ‘*‘Iw)

6
1
hg (“fzf + fe)
Ry (1 —31I5)
hg (—.[6 + 110)

R2I,

—ho (14 If)
—2hg

1
X (-5 I+ 2110)

hy(—1+I)

3
h§ <§ -+ Ie)

1 7
B3 (5 + s — 55

6hg
hg (3 — 51¢)
e

5 h3Io




/h”fh"szdzs — thﬁ
f B! f % [ hd’ = —h3Iy

11.2 Liste der Integrale, die bei der Berechnung der Matrix

des toroidalen elektrostatischen Sektors auftreten

Im folgenden sind alle Integrale aufgelistet, die bei der sukzessiven Approximation in
der dritten Approximationsordnung fiir die Transfermatrix des toroidalen elektrosta-
tischen Sektors unter Beriicksichtigung einer gekriimmten Feldgrenze auftreten:

f f h?d% = hiI,

f f W'd% = he

f/h"sdzs =0
[[r[[ndts = -

/ h f f W'd%s = hilL,
/h"ff R*d% = hi(Iy — L)
f % / f hd’s = R,

fh"sds = —hg
fh”szds = 0

f K / f W'ds = —RII

/ B / f h'sd% = h?,(%«—[s)
f B f hd% = ~—;;h§
f f W'hd%s = —RII
f f RE% = I

f hh'ds = —RII,

f hids = B2
[Whsas = _hg(%ug)
/ Wlsds = R,

f Wds = he
/ hh'ds = —;-hg

11.3 Liste der Integrale, die bei der Berechnung der Ma-

trix des elektrostatischen und magnetischen Quadru-
pols auftreten

Im folgenden sind alle Integrale aufgelistet, die bei der sukzessiven Approximation

in der fiinften Approximationsordnung fiir die Transfermatrix des elektrostatischen
und magnetischen Quadrupols auftreten.

f f k f f kd's = k2 (Lo + L)

/k//ksdss = ki (T110 — I11p)
/ 2 f / ks = k2L,
f / ksd’s = 2koI,,

/ ks'ds = —2k,I,,




f % f kd’s

0

ko lsa

—ky

kg(l1a — Ip)
ki,

~kolua

ko

—k§(L1a + Inp)
kil

0

0

~6koli,
2koI:,

0

KL,
ko(—Ta + Inp)
KL
koliq

ko

ko(Lia + Tns)

0

/ k" / / kd3
S [ [ kst
f k f / k" 5%

~k2I,
kil
—2kol1,
6kols,

0

— k2,

1
_kg(é + 1)

‘ 1
k§(§ —1Is)

k21,
1
2
1
3k

kg

k21,
., 1
ko(“‘g + Iﬁ)
1
B (= —
0(2 IS)
kgl
0
—-«lcé]s
0
5,3
—]"5(5 + Is)
1
“kg('é + I5)

3
~k§(§ + Is)




fkf”lszdg — 0
[rras = o
1
[ [ [rdis-= Skt
fk'”s/kdzs = ki(1+ L)
1
f k" / hed's = k(5 + 1)
/kde‘E — 0
/k"”s3d9 —_ "*6:130
/kli!szds — 2k0

f k" f ks = kI
[[Emds = o
[ [ [ [rats = kg(;—? ~ Iy)
f / k f f kdts = kg(% ~ Iy)
[[wmsats = o
f/k"'fkd% = B(-1+1Is)
[[rds = o
/ / kst = 6k
f f Ksd% = —2k,

12 Anhang 2

Liste der Streufeldmatrizen des homogenen magnetischen Sektors, des toroidalen elek-
trostatischen Sektors, des magnetischen und des elektrostatischen Quadrupols.

12.1 Streufeldmatrix des homogenen magnetischen Sektors

Im {olgenden sind die nichtverschwindenden Matrixelemente des Eintritts- und
Austrittsstreufeldes bis in dritter Ordnung des homogenen magnetischen Sektors in
der dritten Approximationsordnung aufgelistet. Die Gréfie he = 1/R, bedeutet re-
ziproker Ablenkradius des Magneten. Ist die effektive Feldgrenze um den Winkel
¢ geneigt und besitzt einen Kriimmungsradius Rg, so kennzeichnen p = 1/Rq die
Krimmung der effektiven Feldgrenze. Die Gréfien lo = tane und ¢y = cose ge-
ben jeweils den Tangens und Cosinus des N eigungswinkels an. Zur Bestimmung der
Transfermatrix werden folgende Grundintegrale benétigt:

Lo = hgt //hdzs«%z—

2
Ly = h3? ( / f B’ = Ligs, — 22

i = (o s
(

-2
Izb = o

o
&
I
@
@

([ (20 (f ) - st -2
L, = h;;2< / hzds——sb>
I, = h:? / % s
Iy = 552/s<%)2¢s
s [{dR)®
b = b* (Zi") [ [resas




In = hngsz(%>zds |
- ([l
Lo = h;"‘f[(%) fhds} ds,

Da die chromatischen Elemente einen relativistischen Einfluf} erfahren, ergibt sich fiir

sie folgende Korrektur:

(175)

Versatz und Knick der Referenzbahn im Eintritts— und Austrittsstreufeld:

3750

1
AX = 'Eé'ho.[la h2]3a + 3[)h0 Iza
8]

AZ = %'}E{h?jISa

tz 2 3 tO tg 2 tfz)
AP = ““Phofm phg I3a. ‘;5(2-[%—[%) +3p hOZsTIZ“
o 0

Eintrittsstreufeldmatrix:
1. Ordnung:

(X,X) = 1- phofla (2+3t2)

(X,4) = -zho;%,rm
0

1

(.X, G) = 5 hg’f’glla
Co
1

(X,D) = ——Z'hOTd—Ila
Co

(AX) = tohotpholrus (2+38) ~ phih, (2+0t2)

4]

(B,B)
(L,X)

(Z,4)

2. Ordnung:

(X,XX)
(X,YY)
(4,XX)
(4,XA)
(4,YY)

(4,Y B)
(Y,XY)

(B,XY)

th

1—2h2 Ila—}—phgl}a <2+3t)

(hz —Iiq— pho— fs Im) T
t2
(hz Lo — pho— Ila.) T4
Cg
1—hil— p (1 +262) + pholia— : (2t0+3t3)
2ho~§Im
~toho — hilu= (1 +212) +h3 37,20 = 7 (1+282) + h‘gl"gé% (7+1022)
4}
- phzlia (2 +3¢2) + phgsz (5+682) - ”zh"'[‘“% (2+3£2)
(4]

1
2 0
1- 2”011“;3 + thlbc—g (1+2£2) - ~pholia— (2t0 +313)

1,1 1 .t

Zho— 4 = 2°0 2
2 OC§+2hOCOI4a(5+6tO)
1 1

= oha—

2p ch

hotd

1
—2-h§t0(1+2t§) pho 3+2h314a (7+10t)

—hotd — h214,, (1+2t)

Opf4a 2 (5 -+ 61 )

2h, + thm 1 (to +2t3)

—pho-c-g — Ph§lia (5t + 1183+ 613)




(37XB) = -—-t{)ho h 1-4“ (te+2t3)

Il

_.,,hGE3 — th@g (5t0 + Gts)

(B,AY)

]

)
(B,YG) = Mla(1+2) =7,

(BYD) = MLu(1+28) =

Co

11 t2
(L,YY) = héw(*“ —)
2 o

3. Ordnung:

(X, XXX) ""_Pho—

2 €

' Lo 3, ¢
(X,XYY) = —sh§(tf+2t5)+5hop—
2 2 03

(X,XYB) = ho(to+2t8)

1
(X,XXG) = Shotir,

(X,XXD)

(X,AYY)

(X,YYG)

(X,YY D)

(4,XXX)

(4,XX4) = 0

27"
(A, XAA) = hotd
(A’XAG) - "'hoto’fg
(Aa-XAD) = -—fbgio'rd

(A,XYY) = +3 hop“‘(l-%*ﬁt)mmho _;1
Co

(4,XY B)
(4,XBB)
(4,4YY)
(4,AY B)
(4,YYQ)
(4,YY D)

(4,YBG)
(4,Y BD)

(Y, XXY)

(Y,XXB)
(Y, X AY)
(Y, XYG)
(Y,XY D)

(Y,YYY)
(Y,YYB)
(B,XXY)
(B,XXB)
(B, X AY)
(B,XAB)

(B,AAY)

(B,XBG)
(B,XBD)

(B,AY )

1
B313(1+2t2) — Shop(=3)
0
'"tghc
L.y, 3 to
S hAtR(5+625) ~ Shop 2
ho (“to — 2tg)

1
2
kg <—§to - tg) Ty

1
hé (“"éto - tg) T4

hotiT,
hotg‘f}z

) hoP‘cf%
hotd

ho (to + 2tg>
-—tghorg
“‘t(z) ho‘f’ d

+ta ho 2(1+6t0)+

2 1 to
6 Zh Is 2(1+2t0)_§h0p_c_g

3.




(B,AY D)

(B,YYY)

~Zh
(B,YYB)

(B,Y BB)

(L,XXX)

(L, XX A)

(L, XYY)
(L, XY B)
(L,AYY)

Austrittsstreufeldmatrix:

1. Ordnung:

—2h0_—£I1a

[
tghg + pzhO-l'la‘% <2 + 3t )

)

1 1
_ghgjsm(l +2t2) +-~h§t3(4+ 10t§+6t§)

Ih3nl 2 (18+2812) —

*-hgp;g - 'ihgzg(l + 2to) - 2;7'02-[6;2;(1 + Zto)

1— Zhg gIla, -+ phOIla <2 -+ 3¢ )

<o

1 phgfia (2+3t2)

h3I6 2(1 + 2t2)

1
39 (1+6t2)——h2pfe D+5 hop-—»

h"’Il,, (2 +3t2)

(4,G)
(4,D)
(1,Y)
(¥, B)

(B,)Y)

(B,B)
(L,X)

(L,4)

2. Ordnung:
(X, XX)
(X,YY)

(4,XX)
(4,X4)
(4,YY)

(4,Y B)
(Y,XY)

(B,XY)

1
= h2 +h3146 (5+6z) pho— — phile, (5t0+ 113+ 623)
0

t?
“Phg ZlaT

‘Pho*ofmfd
Co

sy B, 1 1
1- 2hafla’;’g + hozlb;g (1+2£2) - pholia— (2t +313)

Y]

zhﬂt—g-zla

—toho — thm (1 +242) 4 B2, 2 p (1+262) + B3Iy 2 7 (7+1022)
—pthM (2 +312) + phzflb—- (5+612) —p Zhoza_ac—g (2+382)
1~ B2l " (1+262) + phoTia™ 1 (2t0 +3t3)

14
’“Pho Ila + h2 OIIa

1
hOIla—§

Co

1

11
= -—-2-;%'}10 h214a (5 Gtz)
1,5, 1
= _§h0t0+§ph0;§
= *“hgig
1,, 1 1 1
= ~‘§h0t0 - §ph0—c~§ — hgigf4a*;;(1 -+ 2t§)

1 t
‘5h314a‘%ﬂ(5 +61t3)

- tohg + h2I4a (1 + 2t0)

= —t2ho— hgfmz“ (iﬂ + 2t0>

O




(B,XB)
(B,AY)
(B,YG)
(B,Y D)

(L, YY)

3e Ordnung:

(X‘:‘XXA)
(X,XYY)

(X,XY B)
(X,XXG)
(X,XXD)
(X,AYY)
(X,YYG)
(X,YYD)
(4,XXX)
(4, XXA)

(AvXXD)
(A5XAA)

1.5, N

i2h0+h2f4a (to 49 t3>

. 1
ho‘cfﬁ’ + hgj‘ng

(5% + 6tg)

Bl (14282) =7,

Co

th}a, (1 -+ zto) l-’fd

Co

1 752
Rl (};__‘ 8 )
2¢o

1

2

..hntg
hg(to+ Sy -2 hop._,

ho o + 2t3)

1
_.E);hgtgfg

1 3,5 2 tg 1 , to
§h0t0~h0ng+_2_p ho—ég

3 3 g
Ehgt‘é - Eph()zg

1
it

1
5 hgtg'fd

hgtg

(AstD)

(A?YBG)

(Y9XXY)
(Y9XXB)

Il

hetg'rg
hotgTa

1
Shota(2+3t5) — 3 . f
o

12
‘hz 0 +3h0p__
_..hotg
3 5 4
hg(ts + 'ito) + §h°p'c—g

—ho (to+2£3)
1
hataTe
1
étghg"'d
—hOt(ijg
_.hOthd
3 5

ke (tz —t4> K

oltot 2% "3 hop =
hots

ho (to+2t))
tohoT,
tgh()'f'd

1

]
—hop:— the 2(1+2t )

2
tO
——=h
c2 0
I Eemg»;hs
2 0

3 3 t
_hé <t§ -+ ——gé) n “hop;%
0

1,1
_hZ_ 1— \
RES

1,1
_..h2 4 ,
2 0pc§(1+6t0)
2
3h2m

co

~ho (to+213)
g _2%

+3hop 2 3




t 12.2 Streufeldmatrix des toroidalen elektrostatischen Sek-

(B,XBG) = —hoggfg tors
(B,XBD) = —hc%‘fd Im folgenden sind die nichtverschwindenden Matrixelemente des Eintritis- und
o Austrittsstreufeldes bis in dritter Ordnung des toroidalen elektrostatischen Sektors
(B,AYG) = _ho.,lzfg | in der dritten Approximationsordnung aufgelistet. Die Grofe ho = 1/Ry bedeutet
o reziproker Ablenksradius des Sektors, p = 1 /Rg die Kriimmung der effektiven Feld-
(B,AYD) = —h o“lgfd grenze und ¢ = Ry/R, die auf hy normierte Kriimmung der Kondensatorplatten in
’ o . ) 9 y ‘ der z-y Ebene. Die Transfermatrix hingt von folgenden Grundintegralen ab:
0 2
(B,YYY) = --ghgzsz(l+2t5)+h31§to(2+5t§+3t3)+§h31"m;g(9+14%)
0 1
¢ 1., 1 | Ia=h~1//hd2-m2
"“‘Zhgfe‘c%(l ~2t5) - Ehgng 1 0 $ 2155
0 ‘ -2 2 72 2
tz 1 t Ilb = hO /fhdS—‘Sb
——%hépfﬁf(fi-f‘ﬁtg)—f-féhopzz% \ 2
o 5 Lo = hy* [Wds—s,
3 1 . 5 11 2 4) 3 to 4a 1]
= hi —t2 4+ =tg 2I6 | = +—ti+4t5 ) — —hop—
tg - ,
(B,YBB) = ho I = k3t [n%
(LXXX) = %hétg I = h;th’2sds
(L,XX4) = %hotf, Is = hg' f f B d%s — Issy
(LXYY) = 1 hit, } Die Transfermatrix fiir das Eintrittsstreufeld lautet:
’ 2 1. Ordnung:
(L,XYB) = —hotl _
1,1 | . (X, X) = 1+ ho(cha —2@s)
(L,AYY) = e . (X,D) = holy,
‘ (4,X) = —2Rl,,
(4,4) = 1+hi(2L, - cly,)
Y,Y) = 1—chll,
(B,B) = 1+ chll,
2. Ordnung:
1
(X, XX) = éjhg

b}

(A,XX) = hg(”4f4b -+ I4G(2 = 46)) - %phz
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(A, Xﬁ) = "“’hg

B,XYG) = =pk?
(A4, XG) = —hll, ( ) = 3k
(4, XD) = 3K, (B,XYD) = éphg
(4,YY) = hilzp  clicho) | (B,YYY) = Lpens
2
(B,XY) = phg—2chilia . .
Die Matrixelemente fiir das Austrittsstreufeld lauten:
3. Ordnung: \ 1. Ordnung:
5 4 1
(X,XXX) = hg(g—gz‘wgc) | (X,X) = 1-hi(ch,—25)
X,XXD) = - (X,D) = —hol,
(X, ) = —3ho (4,X) = —2n2L,
(X,XYY) = %chg (4,4) = 1-hd(2L, — 1)
o4 1 ‘ (Y,)Y) = 1+ chll,
(4,XXX) = “hg(§15+59(1’6)) (B,B) = 1—chilL,
3 ‘
(4, XXA4) = h§(~§w4I6+c) ~ 2. Ordnung:
1 ‘ |
(AaXXG) == ”thg “ (X’XX) = “‘%ho
1 2
(4, XXD) = 7rho ‘ (4,XX) = hY(=ALs+ L1 +4c)) ~ 7 ph
(A, XAD) = kg ‘ (4,X4) = hy
(4,XYY) = -p(1 - 3e)h} - (4,XG) = —hIL,
(A, XYB) = -—chl (4,XD) = 3h(2)il4a
(4,AYY) = -%ch§ (4,YY) = he(5p — claaho)
(A,YYG) = ~phl ‘  (B,XY) = ph?- 23,
3 - 4 ‘
41 , 3. Ordnung;:
(4,YYD) = —7ph ‘ L.
YV, XXY) = Lon2 ' (X, XXX) = hg(~§+-3-18+§c)
3 2 . 1
X,XXD) = =h
(B,XXY) = -—é—phg(lmfic) , ( ) 21"
(B,XXE) = m%chg (X,XYY) = ———échg
“ 4 1
(B,XAY) = —ch? (4, XXX) = hi(=3L+ 5p(c — 1))
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(A, XXA) = h¥2+4l;—¢)

1
(4,XXG) = —;oh}

1
(Aﬁj{XD) = th?}
(A, XAD) = —hg

1
(4,XYY) = 5ph3(1-3c)

(A, XYB) = ch?

(4,AYY) = 3ch3
(4YY6) = b}
(4,YYD) = —ph}
(V,XXY) = —ch]

(B,XXY)
(B,XXB)
(B,XAY) = ch}
(B,XYG@)

(B, XY D)

(B,YYY)

12.3 Streufeldmatrix des magnetischen Quadrupols

Im folgenden sind die nichtverschwindenden Matrixelemente der Eintritts— und Aus-
trittstransfermatrix bis in fiinfter Ordnung des magnetischen Quadrupolsin der effek-
tiven fiinften Approximationsordnung aufgelistet. Die Gréfe ko = go/xm kennzeich-
net die auf die magnetische Steifigkeit normierte Quadrupolfeldstirke im Hauptfeld
des Quadrupols. Die Transfermatrix hingt von folgenden Grundintegralen ab:

L = k3t / f kdzs—%sf
In = k3 f / kd2 — é—sf

Lu = k;l/sfkd%s - %sg

L = kng(fkds)zdsmésf
-2

14,3 = kO

]
L = & [ [ 2% - Ls,
e = k2 ([ (/ kds) (// kd”s) ds — -;—Imsﬁ - %j)
[115 = kc\_z /S(/kdg)z _S—f)

Da die chromatischen Elemente einen relativistischen Einflufl erfahren, ergibt sich fiir
sie folgende Korrektur:




I Y
8 247
1
Vg = Tg“m
Vg = 'T’dmiz
n

Fiir die Eintrittstransfermatrix ergeben sich folgende Ausdriicke:

1. Ordnung

2. Ordnung:

3. Ordnung:

(X,x) = — kolyy + K2(J11a + F113)
(X, A) = ~2kolp,
(A, X) = =k3Iz,
(4,4) = 1+kelig+ K2(Iia ~ Di1p)
2
(Y, Y) = 14 kolig+ ko(lize + I11s)
(Y,B) = 2koly,
(B.Y) = -~k
2
(B, B) = 1= kolyq + ko(Iila - Illb)
(X.XG) = koljg7g
(X, XD) = holigry
(X, 4Q) = 4dkolp,vg
(X, 4D) = 4kolzavg
Ay
(4,X6@) = BiIy,vy
. 2
(4,XD) = KlIg,vy
(A4, AG) =  ~kolj,7g
(A, AD) = —koljovg
(Y, YG) = —koligrg
(Y. YD) = ~kolja7q
(Y,BG) = —dkolzgrg
(Y, BD) = —4kolga7q
2
(B, ¥G) = klIzamg
(B, YD) = K lIiarg
(ByBG) kolla"ﬂ'
(B,BD) = koliqryq
1
(L,XX) = -k2Ig,
(L, XA) = —kolj,
(L, A4) = —2kolzg
1
(L,YY) = =kiI3,
{L,YB) kolig
(L.BB) = 2koly,
X, XXX) Lo — k2 na 4 2y
(X, = Ghe— kel hatThe
1 i
(X, XYY) = kot hf’,(;rh - I33)
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4. Ordnung:

(X, XBB) = —kolj,
(X, XG8) =  koly,(vgg — vgrg)
(X, XDG) = kalja(ryy —2vgmy)
(X, XDD) = kolyg(rgq — v47q)
(X, AYB) = 2koly,
1
(4, XXX%) = —;kﬁ.r“
(4,%x8) = =2po4a2d
i = ‘_4' °+ko(zrla+l'lb)
(4: XYY) = -—#ln,
A XYEB ! 2.1
(4, ) = ;ko"i""o(“z‘fla‘f'zilb)
1 3
= 2
(4,4vY) = ":E“’ + ko("zjla. + Ip)
(4, 4BB) = kolj,
(4,4GG) =  koljg(~7gq + 7g7g)
(4,4GD) = kolyg(~74q + 27g74)
(4,4DD) =  koljg(~T4q + 747q)
1 3,1
(NXXY) = —ckotko(=Tia ~ I1p)
(Y"\X4B) = —2koly,
(Y, AAY) = koli,
(Y, YYY) = —tpe-s2(lir !
! N 1o TR Ta t S I)
(Y, YGG) = —kolja(rgg — vgrg)
(Y\YGD) =  —holjg(ryq =~ 2757,)
(V,¥DD) = —holig(ryg ~ rq7q)
(B, XxXY) = -ilr,
1 3
= 2
(B, xxB) = :’50 + ko("zjla. + Iig)
1 1
(B, X4Y) = -~—kot ki(—;IIn‘*'ZIlb)
(B144AB) = —koly,
3, 1
ByyY) = -3
1 1
(B, YYE) = zk°+kg(:-{1a+115)
(B,BGG) = kolya(rgg — vgvg)
(B,BGD) = kol1a,(‘rg¢ —-2rgTg)
(B’BDD) = kofla(fdd -TgTq)
(L XAG) =  kolyg(2rg + vg)
(L, XAD) = kolyg(27g + vg)
(ILYBG) =  —kolj,(2vg + vg)
(L, YBD) ~holya(27q + vyq)
1
(X, XXXG) = —kory
12
1
(X, XXXD) =  ——kory
12
1
(X, XYYG) = ~<korg
1
(X, XYYD) = ~7kory
.2
(4, XXXG) = S¥olsary
(4, XXXD) = 242
’ = 3 od4avy
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5. Ordnung:

(X, XXXXX)
(X, XXX AA)

(X, XXXYY)

(4, XX AG)
(4, XX 4D)

(4, XYY S)
(4, XYY D)

(4,XYBG)
(4,XYBD)
(4, AYYG)
(4, 4YY D)
(Y, XXYG)
(Y, XXYD)
(¥, YYYG)

(Y, YYYD)

(B, XXYG)
(B, XXYD)

(B, XXBG)
(B, XXBD)
(B, XAYG)
(B, XAYD)
(B, YYYG)
(B, YYYD)
(B,YYBG)
(B, YYBD)
(L, XXXX)
(L, XXXA)
(L, XXYY)
(L, XXYB)
(L, XAYY)
(L, YYYY)

(L, YYYH)

i

il

134

i

-é-kg‘rg

! k.

= ko

s 0
2

kolggTg
2

kolyaTa

—-;ko‘rg
! k

—=koT
2 o'd

lk
e S
409

(X, XXXBB)
(X, XXX Cq)
(X, XXXGD)
(x,xxxbp)
(X, XX AYE)
(X, X AAYY)
(X, XYYYY)
(X, XYYBE)
(X, XYY GQ)
(X, XYYGD)
(X, XYYDD)
(X, A¥YYYB)
(4, XXXXX)
(4, XXX X4)
(4, XXXYY)
(4, XXXYB)
(A, XX AAL)
(4, XXAYY)
(4, XX ABB)
(4, XX AGG)
(4, XX AGD)
(4, XX ADD)
(4, XAAYB)
(4, XYYYY)
(4, XYYYB)
(4, XYBBB)
(4, XYBGG)
(4, XYBGD)
(4, XYBDD)
(4, 444TY)
(4, AYYYY)

(A, AYY BE)

3

u,
96 ©

1

T2 Fol-7gg + mg7g) .
1

E ko(-fgd + 2rgrg)

i
-;; ko(~vgq + TaTe)
4

——
6

1
3 kol=7gg + 7g7g)
1
:ko(—‘rgd + 27g7vg)

1
7 bol7ga + 77g)

1

7 kolrgg —~ 7g7g)
1

;ko(fgd ~2rgry)

1
2 Folrad = 7a7d)

—k
16 0

1
;ko(—"’gg + 7gTg)
1

;ko( ~Tgd + 2rgrg)

1
5 Eol~7aq + 7g7y)
1

—k

32 °
2,1 31
B2 (e~ =
°(4s 192 5)
5

——
32

5




(4, AYYCG)
(4, AYYGD)
(4, AYYDD)
(Y, XXXXY)
(Y, XXX AB)
(Y, XXAAY)
(¥, XXYYY)
(Y, XXYBB)
(Y, XXYa@)
(Y, XXYGD)
(Y, XXYDD)
(¥, XAYYB)
(Y, 44Y YY)
(Y, YYYYY)
(Y, ¥YYBE)
(Y,YYYGG)
(Y, YYYGD)
(Y, YYYDD)
(B, XXXXY)
(B, XXXXB)
(B, XX X AY)
(B, XX AAB)
(B, XXYYY)
(B, XXYYH)
(B, X XBBB)
(B, XXBGG)
(B, XXBGD)
(B, XXBDD)
(B, XA4AY)
(B, XAYYY)
(B, XAYBE)

(B.XAYG@)

1
7 bolmgg — 7g7g)
Le

; Q(ng - 27g7q)

1
: ko(Tgq ~ 7a74)

P 31
- e ],

Y24 102 s)
i,

8 °

® e

32 ¢

2,3 31
2 — =1
°(32 96 8)
Lo

32 °

1
7 kol7sg — g 7g)
1

-; ko(rgd - 27g7q)

1
7 bol7aa = 7ava)
5

— kg
16

u,

26 ©

R 7
B2 (e e
Cerigret
Lk

32

L el )
— Tgg ~ Tg T
12 o\Tgg 87y
i
;hO("gd“?m"’d}

1

e o { Ty g -~ TIT

v o{7qd —~ 747d)
31

2
———kd
182 °°5

1
7 bol—7gg + 7g7g)

1
3 Fol=7ga + 27g7q)
1
7 kol=7ad + 747q)

1
JLY

16

k2(1 L )

ol Tt
5

e By
16

i
‘;ko(fgg - TgTg)

(B, X AYGD)
(B, XAYDD)
(B, 4AYYE)
(B, YYYYY)
(B, YYYYB)
(B, YYBEBE)
(B, YYBGG)
(B,YYBGD)
(B,YYBDD)
(L XXX AG)
(L, XXX AD)
(L, XXYEBG)
(L, XXYBD)

(L, XAYYG)

(L, XAYYD)

(L, YYYEG)

(L,YYYBD)

Die Austrittstreufeldmatrix lautet:

1. Ordnung:

2. Ordnung:

1
EkO("'gd = 2rg7y)

1
5 kolvag — 7g7y)

u,
32 ¢

2

-—-——kol's

182

2, 5 3B

-k e s T
ol + 755 %)
1

—
33 ¢
1
:&o( ~7gg + Tg7g)
1
Zko(—-rgd + 27g7q)
1
:ko(—‘rdd + rg7g)
1/12
e (27g + vg)
k o
1/12 @
el Tg + vg)
i
;lzo(ng + vg)
1
Zko(z"'d + vy4)
1
—~Zko(2‘rg + vg)
1
—;ka(zfd + vg)

1
Ekq(?‘rg + vg)

1
—ka(2
o o(27g + vg)

(X,X) = 14 kolyg+ k(I ~ T138)
(X,4) = —2koly,

(4,%X) = ‘kgISa

- 2
(4,4) = 1—-koly, + kp{Iy1q + I11s)

(VYY) = l-kolyja+ k(154 = I 1p)
(Y,B) = 42koIy,

2.
(B,Y) = —ko Iz,

(B\B) = 14 holyy+ k2(ligq + Iyyy)

(X, XG)
(X,XD)
(X, 4G)
(X, 4D)
(4, XG)

(4, XD)

#

—-koIla‘rg
—kolygTyg
&kofza'rg
bholygTy
+k5I347g
+k(2;13a."'d
tholy,7g
Fholy a7y
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(Y, YG) = +holigrg 1
= 2 2,1
(VYD) = 4koligrg (B.YYB) = ~ho -~ kol Tia + I1p)
(Y\BG) = —dkoly,vg (B,BGG) = kolyo(~7gg + 7g7g)
(Y, BG) = —tkolgg7y (B:BGD) =  kolyy(—~myq+ 2rg7g)
(B,YQ) = +kSIg,mg (ByBDD) =  kolyg(~vgq + r474)
(B.YD) = &SI,y (L, XAG) =  —~kolj,(27g + vg)
f L, X4 = -

(B,BG) = —koljgvy ((L. YBJ;) kolig(27g 4 vg)
(B,BD) = —holjamy ' } = Rolia(3vg + vg)

1, (L.YBD) = koly(2ry +vy)
(L, XX) = =3Iy 4. Ordnung:

(L,X4&) = kolj,
(L, 44) = =2koly, (X, XXXG) = -—korg
12
1.2
L,YY) = =k
(L, ) 3 ol3a (X, XXXD) = ——koTy
(L,YB) = —koljq :2
(L,BB) = 2koly, (X, XYY®) = 2 homg
3. Oxd : X, XY !
. Ordnung: (X, X¥Y¥D) = —kory
-1
1 1 1 A XXXG) = =2
(X, XXX) = —pmko+ Ky(-That Th) . ) 3Foftate
1
1 1 A XXXD) = -82
(X, XYY) = ~=ko- kﬁ(:fm - Iyp) (4 ) 3 Folta™e
1
(X,XBB) = holiq (4,XX46) = --kory
(X, XGG@) = '—"kofxa(‘?gg - ‘i"g?g) 1
(X, XGD) = ~kolyalvgq —27g7q) . (A, XX AD) = —;’iom
(X, XDD) = ~—keliglrqa ~ 7avd) (4, XYYe) = #lI,n
(X,AYB) = —2kolj, 2
(4 XYYD) = i2I,ny
(4, XXX) = -=i2I 1
' 3 o'de (4, XYBG) = =horg
1 2,1 2
AXXA) = —he—ko(=Iig+ T
(4 ) i~ Fo(F et hy) (A XYBD) = Zkor,
2
(4, XYY) = —iiI,, '
. a1 (4,4YYG) = —=kory
(4 XYB) = ~—ko+tko(3T1a ~2I1p) 4
. . 3 (4, AYYD) = —lhgr,
(4, 4YY) = Zk" - ko(-_;z'w + I1p) 4
1
(4,ABB) = —koligy (Y, XXYG) = -—korg
4 = -
(4,4GG) kolyg{(rgg ~ *g7g) (Y, XXYD) = -ikon
(4, AGD} = koIla(”gd —2rgry) 4
(4,4DB) =  keljg(raq - Ta7a) (Y, YYYe) = _f;korg
1 21
(YXXY) = ko= i3(- T~ 1) (1,YYYD) = —-igr,
(Y, XAY) =  2koly, 5 212
(Y AAY) = —koly, (B, XXYG) = kylsuwg
1 1 1 (B,XX¥YD) = &I
(Y, YYY) = ko= hi(—I1,~=Ip) ; ) olsama
12 12 3 (B, XXBG) = ! k
(Y, YGG) = kolya(rgg — rg7g) ' = Lkeg
(Y\YGD) = kolyg{rgq — 27g7a) (B, XXBD) = 1ko7~d
(Y, YDD) = kolyg{7gq — Ta7d) 4 )
B, XAY = i
(B8, xxv) = -#i1, (5 &) 5 ko7
b3 3 i
(B, XXB) = ”"zhd'{'kg(;lla"flb) (B, X4YD) = _;ko‘l‘d
1 2.1 14
(B, XAY) = ;ha 4 kg~ Irg — 21y3) (B, YYYG) = ;kojéa,rg
(B, A4AB) = kolig (B YYYD) = &1,
1
(B, YYY) = »;kﬁz.m i
(B,YYBG) = ~korg




5. Ordnung:

(B, YYBD)
(L, XXX X)
(L, XXX 4)
(L, XXYY)
(L, XXYB)
(L, XAYY)
(L, YYYY)

(L, YYYB)

(X, XXXXX) =
(X, XXXAK) =
(X, XXXYY) =
(X, XXXBB) =
(X, XXXGQ) =
(X, XXX@eD) =
(X, XXXDD) =
(X, XXAYB) =
(X, XAAYY) =
(X, XYYYY) =
(X, XYYBB) =
(X, XYYGQE) =
(X, XYYGD) =
(X, XYYDD) =
(X, AYYYB) =
(4, XXXXX) =
(4, XXXX4) =
(4, XXXYY) =
(4, XXXYB) =
(4, XX A44) =
(4, XXAYY) =
(A, XXABB) =

(4, XX AGG) =

L ko )
A kolrag — TgT
15 FolTeg — T97g

1
——ko{Tad — 27g T,
73 kol7gd ~ 27g7a)

L ko )
e bo(T gy ~ Ty
T olTaa = Ta7d
5

—k
16 °

2

32

T
A" T Tez
5

——ko

32

1
7 kolrga = 2797a)

1
7 kolmaq — *47a)

1
7 Bol=Tgg + g 7g)

140

(4, XX AGD)
(4, XXADD)
(4, XA4Y B)
(4, XYYYY)
(4, XYYYB)
(4, XYBEB)
(4, XYBGG)
(4, XYBGD)
(4, X¥YBDD)
(A, 444YY)
(4, AYYYY)
(4, AYY BEEB)
(4, AYY GG)
(4, AYY GD)
(4, AYYDD)
(Y, XXXXY)
(Y, XXX AB)
(Y, XX A4Y)
(Y, XXYYY)
(Y, XXYBB)
(Y, XXYGG)
(Y, XXYGD)
(Y, XXYDD)
(Y, XAYYB)
(Y, 447 YY)
(Y, YYYYY)
(Y, YYYBE)
(Y, YYYGG)
(Y, YYYGD)
(Y, Y¥YDD)
(B, XXXXY)

(B, XXX XB)

1
zko(—fgd + 27g7g)

1
7 Bol=T4q + my7g)

®
16 °

1

5 bolgg — 79 7g)
1

;ko(‘?gd - 2TgTy)

1
5 Fol7ag — 7a7q)

1
7 bol=7gg + Tg7g)
1

;‘ko("“’gd + 2vg7yg)

i
3 Fol=74a + 747a)

2 1 31
o ¢ — 1,
ol PPELIP 8)
11
e )
48
®
32 ¢
2, 13 31
B2 (4 =1
of s T o s)
Y
33 °

1

7 bolmgg + mg7g)
1

;- kol ~Tgd * 27gTy)

1
" ko(-~T4q + 7g7q)

—— kg
16
1,
96
2 1 7
e e
ol 96 192 s)
Ly
az °

1
13 dol=mgg + Tg7g)
Ly

s g(——?‘gd + 27g7y)

1
I
13 Fol=7aq + ma7q)
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PR T 12.4  Streufeldmatrix des elektrostatischen Quadrupols
(B,XXXA = kol + oo
(B.XX4AB) = “% ko Im folgenden sind die nichtverschwindenden Matrixelemente der Eintritts— und Aus-
Bxxvyy) = -Ziln ‘ trittstransfermatrix bis in fiinfter Ordnung des elektrostatischen Quadrupols in der
) - =4
k;zsg FES effektiven fiinften Approximationsordnung aufgelistet. Die Grofe ko = do/x. kenn-
B.XXYYE = T . . . . o o o e o
( ) I zeichnet die auf die elektrische Steifigkeit normierte Quadrupolfeldstirke im Haupt-
(B, XXBBB) = -—7ko feld des Quadrupols. Die Transfermatrix hingt von folgenden Grundinte ralen ab:
) p g g g
(B, XXBGG) = Tkolrgg = 7g7g)
1
‘ -1 2 2
(B,XXBGD) = %ko(fgd“”gm) Ila = ko f/ kds — —ésb
1
(B,XXBDD) = =kolvqq~7d7d) _ 1
‘ Ly = k72 k2d% — =2
( AAY) Lk 0 2t
B, XA = ==ko
18
31 _ 1
(B, XAYYY) = Ieg(f;%‘;gfs) L, = kol/sfkdzs — 552
5
(B.XAYBB) = —ko ) 1
— 7.-2 _ 13
(B,XAYG®) = %ko(—"gg + 7g7g) . I"’“ - kO / (/ kds) ds GSb
(3,54YGD) = Sholrgatanma | Lo = k3" [Rds—s,
(B,XAYDD) = ‘;‘ko(“'dd + 7q7q) - \ .
(B, AAYYB) = o ko
7
(B,YYYYY) = —mkgfs _ Iy = k52fk'23d9
(B, YYYYB) = k?,(';‘% + ‘;39%’16) 2 12 52
1 - I = kg‘//k 2 — I,s,
(B,YYBBB) = ko
YYBGG) = —ko(rgg —TgTg) -2 2 1 s S
(2. = helres Iia = Kk / /m& //mm ds — =Tp,s% — 22
1 2 8
(B, YYBGD) = <ko(rga —27g7d) X
2
S
(5,YYBDD) = %%("“ ~ama) Ly = kgt /3 (/ kdq) B _;—
(L, XXXAG) = 1—/;}2?0(21’9 +vg)
(Loxxxap) = M2 (ariiey Fir die Eintrittstransfermatrix ergeben sich folgende Ausdriicke:
ve 1. Ordnung:
(L, XXYBG) = -3 ko(27g + vg)
X,X) = ekl 4 k(L + 1T
(L, XXYBD) = —%ko(27d+ﬂd) ((X'A; - 1_2“22 + B (Iyyq + Iigp)
(B, XAYYG) = Zko(2rg +vg) (4X) = -ilr,
1 i (4,4) = 1+Ehg+ kI, = I118)
(L, XAYYD) = “ko(2mq+ vq) ~ )
4 . ; (V2Y) = 14klg+ k" (I1q + Tgp)
(LYYYBG) = ——kolZrg+vg) % (¥\B) = 2kl,
YYYBD) = ——ko(2rg +vg) ‘ (B,Y) = &I,
(L ) = 1z 0T (B'B) = 1—kIg+ k(I ~ I1gp)
2. Ordnung:
(X,XD) = +kIj,
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(X, 4G) = [kl
(X,4AD) = 3klyg
1.2
{4,XG) = -—ok' I,
3.2
(A4, XD) = ;k Isq
(4,4D) = —RIi,
(Y, YD) = ~kIj,
(Y, BG) = ~kly,
(Y,BD) = -3kl
1
(B.Ye) = —s#'I,
3.2
(B, YD) = ;k I3a
(B,BD) = kiy,
3. Ordung:
*
X, XXX) = —l-k-—kz(lI +o1 )
(X, . 2 et gl
1
(X, XYY) = ;kzl’l&
(X,XBB) = =~kIi,
(X,XDD)y = ~klj,
(X,4YB) = 2kIj,
7.2
(4, XXX) = —;k Isq
1 2.1 K4
(4,XX4) = =ck+b(Shet 5 718)

(4,XYY)

(4,XYB)

(4, AYY)

(4, ABB) kI,

(A ADD) = klj4
1.2
(Y, XXY) = S I
(Y, XAB) = ~2klj,
(Y, 44Y) = &Iy,
Y, YYY k(i 411y
(v, ) = —eEoF(sat Tl
(Y, YDD) = Eli,
1
(B, XXY) = ¥
1.2
(B,XXB) = ~3 ¥ I
(B.x4Y) = i,
(B, AAB) = wblyg
7.2
(B, YYY) = —Ek Ise
1 2,1 7
(B, YYRB) = ;H- & (-2—11“+ ;Iu,)
(B,BDD) = kI,

4. Ordnung:

(X, XXXD)

5. Ordnung:

(A, XXX0)
(4, XXX D)
(4, XYY @)
(A, XYYD)
{4, XX AD)
(Y, YYYD)
(B, XXYG)
(B, XX¥D)
(B,YYYGQ)
(B,YYYD)

(B, YYBD)

(X, XXXXX) =
(X, XXX 44) =
(X, XXXYY) =
(X, XXXBB) =
(X, XXXDD) =
(X, XXAYB) =
(X, XAAYY) =
(X, XYYYY) =
(X, XYYBB) =
(X, AYYYB) =
(4, XXXXX) =
(4, XXXX4) =
(4, XXXYY) =
(4, XXXYB) =
(4, XX444) =
(4, XXAYY) =
(4, XXABB) =
(4, XXADD) =
(4, XA4AYB) =

(X, XYYYY) =

#

——k
16
3

_—
32

KL g g
PrATrEL)
3

ok

32




(4, X¥YYYB)
(4, XY BBB)
(4, AAAYY)
(4, AYYYY)
(4, AYYEB)
(Y, XXXXY)
(Y, XXX AB)
(Y, XX AAY)
(Y, XXYYY)
(Y, XXYBB)
(Y, XAYYB)
(Y, AAY YY)
(¥, YYYYY)
(Y, YYYEB)
(Y, YYYDD)
(B, XXXXY)
(B, XXXXB)
(B, XXX AY)
(B, XX AAB)
(B,XXYYY)

(B, XXYYB)

(B, X XBEB)

(B, X A4AY)

(B, XAYYY)

(B,XAYBB)

(B, AAYYB)

(B,YYYYY)

(B, YYYYB)

(B,YYBEB)

(B,YYEBDD)

Die Austrittstreufeldmatrix lautet:

9 T 7

B4 (— 4 — I,
(Ztab®
1

-k
32

1. Ordnung:

2. Ordnung:

3. Ordnung;

(X, x)
(X, 4)

(4, X)
(4,4)

(¥, Y)
(v, B}

(B.Y)
(B,B)

14 bhg + 8 (I ~ Ipp)

—2hIg,
—k3r,

2
1=blig + k(I3 + I1yp)
2
1=klyg + &°(I134 ~ I33p)

$2BI,
8?1y,

14+ khg 4+ kz(jlla, + I118)

(X, XD) = —klI,
(X,AG) o bfza
(X, AD) = 3kiy,

1

(A4, XG@) = —;ézjsa

3
(4,XD) = .2.;,2;3“

(4,4D) = kI,
(Y.¥YD) = kI,
(Y\BG) = ~kily,

(B,BD) = -3k,

1

(B, Y®) = _;kz I,

3

(B.YD) = ~i’n,

(B,BD) = —kIy,

(X, Xxx)

(X, XYY)

(X,XBE)
(X, XDD)
(X, AYB)

(4, XxX)
(4, XX 4)
(4, XYY)
(4, XYB)

(4,4YY)

(4, ABB)
- (4, 4DD)

(Y, XYY)

(Y, X4B)
(¥, 44Y)

(Y, YYY)

(Y, YDD)

#

1 1 7
2
b+ k I,
gh T E (mshat o 1yy)

1
2
—=E¥(r
7 Us)
Bl

kIy,
—2kI;,

7.2
_;k 1'40‘
1 1 7

2
el el - I
" 3 tat 7 11p)

12
Ek Igq

1 1 7
2
k4 k“(~T -
8 (3 la ™ 51117)

—klya




4. Ordnung:

5. Ordnung:

(B, XXY) = '2"@ Igq
1
(B, xx8) = —¥'n,
(B, x4Y) = K1
(B,AAB) = kI,
7
(B, YYY) = mgkzl,m
1 i 7
(B,YYB) = -»;k-—kz(gl'l,,,-i’;llb)
(B, BDD}) = kI,
1
(X,XXXD) = =k
7.2
(A, XXX@) = -«Ek Isa
(A, XXXD) = <=k,
(4, XYYG) = =11,
3.2
(4, XYYD) = -—;k T4
1
(4,XX4D) = =k
1
(Y, YYYD) = —=k
(B, XXYG) = =l
(B,XXYD) = ~=k’Iy,
(B,YYYG) = ——klls,
7.2
(B,YYYD) = ¥,
1
(B,YYBD) = —k
5 48
(X, XXXXX) —1H (=~ —1I3)
48 192
1
(X, XXXAA) ——k
32
(X, XXXYY) k(- L
' 96 96 °
i3
(X, XXXBE) -k
968
i
(X, XXXDD) ~ck
3
(X, XX AYE) —k
i6
3
(X, XAAYY) =k
32
2
X XYYYY k(= 4 —
( ) (96+192 8)
3
(X, XYYBB) -k
52
13
(X, AYYYB) —&
48
49 o
(A, XXXXX) -m";;;k Iy

148

(A, XXXXA)
(4, XXXYY)
(4, XXXYB)
(4, XX AAL)
(4, XXAYY)
(4, XX ABE)
(A, XX ADD)
(4, X AAYB)
(4, XYYYY)
(4, XYYYB)
(4, XYBEB)
(4, A4AYY)
(4,4YYYY)
(4, AYYBB)
(Y, XXXXY)
(Y, XXX AB)
(Y, XX AAY)
(Y, XXYYY)
(Y, XXYBB)
(Y, XAYYB)
(Y, AAYYY)
(Y, YYYYY)
(Y, YYYBBR)
(Y, YYYDD)
(B, XXXXY)
(B, XXXXB)
(B, XXXAY)
(B, XX AAB)
(B, XXYYY)
(B, XXYYB)
(B, XXBBB)

(B, XAAAY)

2,37 248
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